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LỜI NÓI ĐẦU 


Đề đáp ứng nhu cầu học tập của học sinh, tài liệu tham khảo cho giáo 

viên, chúng tôi xin giới thiệu cuốn sách 
Bồi dưỡng học sinh giỏi Toán 
HÌNH HỌC 9 
Trong quyền sách này, tác giả đã phân chia thành 7 chuyên đề cơ bản 
sau, bao gồm: 
Chuyên đề 1: Các bài toán tính toán hình học 
Chuyên đề 2: Các bài toán chứng mình về đa giác. 
Chuyên đề 3: Các bài toán chứng mình về đường tròn. 
Chuyên đề 4: Các bài toán dựng hình. quỹ tích. 
Chuyên đề 5: Các bài toán hình học không gian. 
Chuyên đề 6: Bài tập tổng hợp. 
Chuyên đè 7: Một số đề thi học sinh giỏi và đề thi tự luyện 

Trong mỗi phần, sách được cấu trúc gồm 4 nội dung chính như sau: 

1. Phương pháp chung. 
2. Các ví dụ minh họa. 
3. Bài tập vận dụng. 

4. Hướng dẫn và đáp số. 

Các bài tập được lựa chọn từ dễ đến khó, bám sát theo chuẩn kiến 
thức kỹ năng của chương trình SGK Toán 9 và nhiều bài tập được tác giả 
đưa ra nhiều phương pháp khác nhau để bạn đọc tham khảo thêm. Với mỗi 
dạng bài tập cơ bản đều có phương, pháp giải cụ thể và ví dụ minh họa. 
Ngoài ra, các bài tập đều có hướng dẫn giải chỉ tiết, dễ hiểu. Nhiều ví dụ có 
lời nhận xét để giúp học sinh tránh các sai lầm cơ bản. Mặc dù đã hết sức có 
gắng, song lời giải các bài toán trong quyền sách này có khi chưa phải là 
phương án giải hay nhất và cũng có thể còn thiếu sót. Tuy vậy, tác giả hy 
vọng răng quyên sách này sẽ giúp ích cho bạn đọc trong quá trình học tập và 
giảng dạy, đặc biệt là quá trình tự học. Chúc các em học sinh và các thây cô 
giáo quan tâm đến quyền sách này thành công trên mọi lĩnh vực. Rất mong 
nhận được sự góp ý chân thành của các em học sinh và các thầy cô giáo, tác 
giả xin chân thành cảm ơn trước. 

Mọi ý kiến đóng góp xin liên hệ: 
- Trung tâm Sách giáo dục Anpha. 
225C Nguyễn Tri Phương, P.9, Q.5, Tp. HCM. 
- Công tỉ Sách - thiết bị giáo dục Anpha 
50 Nguyễn Văn Săng, Quận Tân Phú, TP.HCM 
ĐT: 08.62676463, 38547464. 
Email: alphabookcenter@wahoo.com 
Xin trân trọng cảm ơn! 


1. Các bài toán tính toán hình học 


Một sô kiên thức cơ bản 
1, 1. Một số hệ thức về cạnh và đường cao trong tam giác vuông 
Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao 4H (hình vẽ). Ta có: 


L b°=abÙ'; c° =ac'. A 

2 b`+c°=d” (định lí Py-ta-8o). 

3 hề =be, 2 \ 

4 ah =bc. 

Liều Ð, VN NH3 
h° b` c ¬ 


2. Tỉ số lượng giác của góc nhọn 

Các tỉ số lượng giác của góc nhọn œ 
(hình vẽ) được định nghĩa như sau: 
sin œ = cạnh đối / cạnh huyền; 

cosơ =cạnh kề / cạnh huyền; - 
tan œ = cạnh đối / cạnh kê; Cạnh kê 

cotœ = cạnh kê / cạnh đối; 

Với hai góc œ và B phụ nhau, ta có: sinư =cosØ, cosa =sìn Ø; 
tanø =cot/; cotz = tan Ø. 


Cạnh huyền 


1P qUẺ.) 


Với một số góc đặc "8 {q CÓ: 
D 


sin30' =cos60' = sin4ỗ'` =cos45' = 


sí 
v3. cot60” = tan30' =—=; 
2 3 
tan45 =cok45' =1; cot30' = tan 60' = V3. 
l. Một số hệ thức về cạnh và góc trong tam giác vuông 
Trong một tam giác vuông, mỗi cạnh góc vuÔng bằng cạnh huyện nhân 
với sin góc đối hoặc nhân với côsin góc kề; mỗi cạnh góc VUÔNG bằng 
cạnh góc vuông kia nhân tang góc đối hoặc nhân với côtang góc kê. 
ú. Độ dài đường tròn còn được gọi là chu vỉ hình tròn và được kí hiệu là C. 
Gọi bán kính của đường tròn là R, ta có C =2. 
Trên đường tròn bán kính R, độ dài l của một cung n được tính theo công| 
thức Ï=  = 

'180ˆ 
Diện tích S của hình tròn bán kính R được tính theo công thức S = zRẺ. 


- M|Š 


eos30' =sin60' = 


Các dạng bài tập cơ bản 
1.Tính độ dài các đoạn thẳng 
2. Tính số đo các góc 
3. Tính độ dài cung tròn 
4. Tính dện tích các hình 
Các ví dụ minh họa 
1. Tính độ dài các đoạn thăng 
Ví dụ 1: Hình thang cân ABCD có đáy lớn CD = 10cm, đáy nhỏ bản; đường 
cao, đường chéo vuông góc với cạnh bên. Tính đường cao của hình tiarng. 


Giải 
Gọi AH, BK là đường cao của hình thang. 1 
Đặt AB = AH = BK = x. 
LT F 4 10—x N 
Dê dàng chứng minh được DH =CK = . 
" 
do đó: HC =“ ~Š, Ú —T b 
Xét tam giác ADC vuông tại A ta có AH? = HD.HC. 
Dođó; x2=10=x 10+x _100-x” T. g  v_ 10 
g7 s§ 3 3 
19 em 


Ví dụ 2: Tính cạnh đáy BC của tam giác cân ABC biết đường cao ng; với 
cạnh đáy bằng 15,6cm và đường cao ứng với cạnh bên bằng 12cm 
Giải 
Gọi AH, BK là các đường cao của A ABC. 
BCAH __BC.15,6 


Ta có: AC=—————=—————=1,3BC. Đặt BC = x thì AC = I,3:, ]Theo 
BK 12 


định lí Pytago: AH? + HC? = AC? nên 15,6? + Ấy =(13x)? 


Ta tính được x = 13. Vậy BC = 13cm. 
Ví dụ 3: Cho tam giác ABC vuông tại A, đường phân giác AD, đường. cao 
AH. Biết BD = 7,5 cm và DC = 10cm. Tính các độ dài AH, BH, H). 
Giải 


Ta có ——==——=——=— nên tính được AB = 10,5 em và AC = llcim, 
Nhờ công thức ah = bc ta tính được AH = 8,4 cm. 
Nhờ công thức c? =a.c'ta tính được BH = 6,3em nên HD = 1,2cm 


Ví dụ 4: Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, AB = 20cm. 
HC T1? Tính độ dài AH. 


AB 


Tu. 


B HD Giải P 
Đặt BH = x, ta có AB” = BC.BH nên 20” = (x + 9).x. 
Giải phương trình trên, ta được (x —16)(x + 25) =0 nên x = 16 (thích hợp). 
Từ đó AH = I2cm. : 

Ví dự 5: a. Cho tam giác ABC có Â =120°,AB = 3cm, AC = 6cm. Tính độ 
dài đường phân giác AD. 


h sứ Số Xucả ¬- 5 = 1 1 1 
b. ( sêNh giác ABC với đường phân giác AD thỏa mãn AD AB + RE 
Tính sô đo góc BAC. 

Giải 
a. Kẻ DE:// AB, AADE đều. Đặt AD = DE = EA =x. 

,DE CE_ x 6-x 

Tacó:——=——=_—= : 
AB CA 3 6 A 

Từ đó x =2. Vậy AD = 2cm. Š H„ 

b. Kẻ DE// AB. Đặt DE = EA = x. Ta có: Fan 
DE _ _CPE_ x _AC-x ¡_ x B lộ 
AH CÁ AB AG AC s 

# X 1 1 1 
ĐH ẤP AƯ x ú) 
Theo đễ bài c xe... Suy ra AD =x, AADE đều. ABC =1201. 
AB AC AD 


Ví dụ 6 : Cho tam giác BC có AB = 6cm, AC = 8cm, các đường trung tuyến 
BD và CE vuông góc với nhau. Tính độ dài BC. 
Giải: 
Gọi G là giao điểm của BD và CE. Đặt GD = x, GE = y thì GB = 2x, 
GC = 2y. Áp dụng định lý Pi ta go cho các tam giác vuông BGE, CGD 
Ta có EG? +BG? =EB? =9=5x? =9,DG? +CG” = DB” =16=õy” =16 
suy ra x” +y? =5. Áp dụng định lý Pi ta go cho tam giác vuông BCG ta 
có4(x? +y?)=20= BC=2/5. 
Ví dụ 7: Cho tam giác ABC có B=60°,BC = 8cm, AB + AC = 12cm. 
Tính các độ dài AB, AC. 
Giải 
Đặt AB = x. Ta có AH? + HC? = AC? nên 3a 5 =(12-xÿ'. Giải 
phường trình trên ta được x = 5. Đáp số: AR= 5cm, Ac< 7cm. 


Ví dụ 8: Trong một tam giác vuông. Đường cao ứng với cạnh huyền chia 
tam giác thành hai phần có diện tích bằng 54cm” và 96cm”. Tính dc dài 
cạnh huyền. 


A Giải 
ÁN 
B Š B nụ 
Ta có hc' = 54.2, hb' = 96.2, mà hỶ = b'.e' nên h =121, suy ra h = Ì). 
Do đó: BC —= =2B(cm). 


Ví dụ 9: Một hình thoi có diện tích bằng một nửa diện tích hình vuôn: có 
cạnh bằng cạnh của hình thoi. Tính tỉ số của đường chéo dài và đường 
chéo ngăn của hình thoi . 

Giải 
Gọi 2m và 2n là độ dài các đường chéo của hình thoi cạnh a. 


2 
Ề : a 
Ta có m? +n? =a?và 2mn ¬ˆ— 


Từ đ tatính được m+n = SŸỐ m~n =-,. 
Đó _Aa08 +1) n_ _a(3- a(V3~—1). 

nha 2/2 2/2 

Suy ra —= TH NGH. 3. 


Ví dụ 10: Cho hình vuông ABCD có cạnh Idm. Tính cạnh của tam giác đều 
AEF có E thuộc cạnh CD và F thuộc cạnh BC. 


Giải Ạ B 
Đặt DE = x thì CE=1-—x thì: 
CF=CE=1-—x, AE? =x° +1. F 
Đưa về phương trình: 
x°-4x+4=3œ©(x-9)?=3 ©x=2+3. 
Do x< 1 nên ta chọn x=2- 3. D "II TW: 


EF =(1-x)2 =(V3 -1)/2 = v6 - v2 (dm). 

Ví dụ II: Tam giác ABC vuông tại A, đường phân giác BD. Tia phângiác 
của góc A cắt BD ở I. Biết IB =10./5em,ID = 5 5em, tính diện tíchtam 
so hy. 


có 


: Giải 

The› tính chât đường phân giác: 
AB IB 10/5 „BC BA _„ Ạ 
AI ID õ TIN ẤD - 
Đặt AD = x, DC = y. Ta có AB = 2x, 
x°+(2x=(15/5)7” (I 
BC = 2y nên ~ _ .. 5 : ã 0) 

l@x +(x+y)” =(y} (2) 
Từ 1) ta được x= 15. Thay vào (2) và rút gọn được 
y# -10yS—375 =0 © (y7~25)(y + 15) =0 


B Ỳ 'Đ 


Từ ló y =25. Đáp số 600cm”. 
Ví dụ ,2: Tam giác ABC vuông tại A, gọi I là giao điểm của các đường phân 
Biác., 
a. Eiết AB = 5cm. [C = 6cm. Tính độ dài BC. 
b. Eiết IB = /5em,IC = J10em. Tính các độ dài AB, AC. 
Giải D 


a. Kẻ *H_L BI, CH cắt BA tại D. 
AECD cân nên CH = HD. Đặt BC = x thì AD =x 5. 
ACHI vuông cân có: 


TỦ căn .m.: —19 

GŒH =45 man ` GouSt' 3 
Xé A ACD vuông có: ° s Š 
AT + AC? =DC? =(x—5)” + (x? - 95) = 72 
Rú gọn được x” -5x - 36 =0 © (x~9)(x + 4) =0. 
Đá số BC = 9cm. 

b. KẻCH 1 BỊ. Ta có ACIH vuông cân nén GH - TC „ XỔ _ JE@emj, 
⁄2_ v2 


Su ra BH =9 /5em. Xét ABHC vuông: BC? = BH” + CHỶ =20 + õ = 35 
nên BC = S5em. 
'Tacó ABCD cân tại B => BC = BD = 5cm; CD = 2CH =2 5cm 


3S;ep = BH.CD = AC.BD = AC = _¬ = _ 


Ar= 2 SỐ _ aem = AB= BC? - AC” =25—16 =3em 
Ví dụ13: Cho tam giác ABC vuông tại A. Gọi I là giao điểm của các đường 
phìn giác, M là trung điềm của BC. 
a. Biết AB = 6cm, AC = 8em. Tính BIM. 
b.Biết BTM = 90°. Ba cạnh của tam giác ABC tỉ lệ với ba số nào? 


Giải 
BI cắt AC tại D. 
a. Dễ dàng tính được: BC = 10cm, DA = 3cm, DC = 5cm. 
Do DC =MC = 5cm nên AIMC = AIDC (c.g.c) 
Suy ra Ï› =Ï =Ôi +Ổi =48!, Vậy BIM =901. 
b. Đặt BC =a, AC =b, AB =c. 
Ta sẽ biểu thị a và c theo b. 
Trước hết có a? —c? = b? (1). 
Do BIM =909, Ï, =45° nên Ï; = 45°. M lồ 
Ta có A DIC = AMIC (g.c.g) nên DC = MC. 
Do đó a = 2DC, c = 2AD (tính chất đường phân giác). 
Suy ra a+c =2(DC + AD) =2AC = 9b. (2) 


Ta có a* —c? = bŠ,a+e=2b. Giả sử b>c, ta được ¬— 
Do đó Rikro=Šx1rŠ<6sảxg, 
4 4 


Ví dụ 14: Cho tam giác ABC vuông tại A. BC = 3V5cm. Hình vuông 
ADEF cạnh 2cm có D thuộc AB, E thuộc BC, F thuộc AC. Tính các độ 
dài AC, AB. 

Giải 
Đặt BD = x, FC = y. 
Các tam giác BDE và EFC đồng dạng nên Š = n suy ra xy =4(1) 


Ta lại có AB? + AC? = BC? nên (x + 2)? + (y +9)? =45. (2) 
Từ (2) suy ra x? + y? + 4(x + y) =37. B 
Đặt x + y =a, kết hợp với (1) ta được: x 
a?~8+4a =37 © (a —5)(a +9) =0 nên a = 5. b 
Suy ra y=õ-— x. Thay y bởi 5— x vào (1) được: 
x? =õx+4=0 ©®(x—1)(x 4) =0. 
Với x = 1 thì y =4, khi đó AB =3cm,AC=6em. A ? FP_ Ÿ Ó€ 
Với x =4 thì y = 1, khi đó AB = 6m, AC =3cm.. 
Ví dụ 15: Tam giác ABC cân tại A, gọi I là giao điểm của các đường phân 
giác. Biết IA = 2/5em,IB = 3em. Tính độ dài AB. 
: Giải 
Đường vuông góc với AB tại A cắt BI ở K. 
Ta có phụ MU! B.,AIK phụ với B›,B, = B›, nên Ê = AI. 
£ . 


”„' 
Áo Ñ2) 


Kẻ AHL BK. Đặt IH = HK = x. 
Xét A ABK vuông có: 
AK? =- KH.HBhay (2/5) = x(2x +3). 
Jtút pọn phương trình: 
2x* r3x -90 =0 © (2x-5)(x +4) =0. 
Nghiệm dương x = 2,5 thích hợp. 
Suy ra KB = 8em. Từ đó AB =9/11 em. 
Ví dụ 16: Tam giác ABC cân tại A, đường cao AD, trực tâm H. Tính độ dài 
AI), biết AH= 14cm. BH = HC = 30cm. 
Giải 
Gọi E là điểm đối xứng với H qua BC. Ta có BHCE là hình thoi, AABE 
vuông tại B nên BE? = ED.EA. Đặt DE = x. Có 2 trường hợp: 
a. BAC <900(h.a). Ta có x(2x +14) = 30°. 
Rút gọn phương trình x + 7x — 450 =0 e (x7—18)(x + 25) = 0. 
Nghiệm dương x = 18 thích hợp. Từ đó AD = 32cm. 


b. BAC >90° (h.b). Ta có Ạ H 
x(2x ~ 14) = 302. „` 
Rút gọn phương trình nể € 
x? ~7x ~ 450 =0 kì ⁄ 
<>(x- 25)(x + 18) =0. 


Nghiệm dương x = 25 thích hợp. 

Từ đó AD = I1em. 
Ví dụ 17: Tam giác ABC có BC = 40cm, đường phân giác AD dài 45cm, 

đường cao AH dài 36cm. Tính các độ dài BD, DC. 

Giải 

Đặt BD = x, DC = y. Giả sử x < y. Ta tính được HD = 27cm. Vẽ tia phân 

giác của góc ngoài tại A, căt BC ở E. 

Ta có AE.L AD nên AD? = DE.DH. 


b) 


AD? _ 48? % 
Su DE=——=——= 7ð § 
kêu DH 27 (qaÙ 
Theo tính chât đường phân giác trong và ngoài 


h .. DB EB x 7ỗ-x 
của tai ắc: ——=——>_—= .Œ H D ® 
l SH BI lay § 
Mặt khác x + y = 40 (2). Thay y =40—x vào (1) và rút gọn được 
x? —115x + 1500 =0 © (x— 15)(x - 100) =0. 


Dø # < 40 nên x = 15, từ đó y = 25. Vậy DB = 15cm, DC = 25cm. 


Lý 


Ví dụ 18: Cho đường tròn (O) tâm O, bán kính R, hai đường kính AB vi CD 


vuông góc với nhau. Đường tròn (O\) nội tiếp trong tam giác ¿CD. 
Đường tròn (O;) tiếp xúc với 2 cạnh OB và OD của tam giác OB) và 
tiếp xúc trong với đường tròn (O). Đường tròn (O;) tiếp xúc với 2 :anh 
OB và OC của tam giác OBC và tiếp xúc trong với đường tròn(O). 
Đường tròn (O¿) tiếp xúc với 2 tia CA và CD và tiếp xúc ngoà với 
đường tròn (O\). Tính bán kính của các đường tròn (O\), (O), (O:). (O4) 
theo R. 
Giải 

+ Gọi r là độ dài bán kính đường tròn (O)). 
Tacó: S.ep =pr 


©R?= s2AC +CD)r 


©R? =R(V2+1)r 
R 
1+V2ˆ 
Đường tròn (O;) tiếp xúc với OB và OD nên tâm O; ở trên tia phản ›iác 
của góc BOD, (O2) lại tiếp xúc trong với (O) nên tiếp điểm T của clúng 
ở trên đường thăng nỗi 2 tâm O và O›, chính là giao điểm của tia Jhân 
giác BOD với (O). 
+ Đường thăng đi qua T vuông góc với OT cắt 2 tia OB và OD tại B` và )' là 
tiệp tuyên chung của (O) và (O;). Do đó (O) là đường tròn nội tiếp AOFD'. 
A OB'D' có phân giác Ô vừa là đường cao, nên nó là tam giác vuông cân và 
B'D'=2OT =R,OB'=OD'= R/2,suy ra: A BOD'= A ACD, 


Sr= 


.. TH. R 
Vậy: Bán kính của (O;) cũng băng r In à 
Hai hình quạt OBC và OBD đối xứng với nhau qua AB nên (O;) cìng 
bằng r= Ề : 
1+2 


Đường tròn (O¿) có hai trường hợp. 


a. Trường hợp 1: (O4) ờ bên trái (O)): 


Kẻ tiếp tuyển chung của (O4) và (O\) tại tiếp điểm K cắt AC và AD tỉ E 
và F. CO và CA còn là 2 tiếp tuyến của (O3), nên chu vi của VCEI bing 
2CO, suy ra nửa chu vi của nó là p = R. 
Ta có: CO, =VR +rẻ - RV4+2/2 
1+9 
Rj4d+t2/2_ R R(4+2/2-1) 
CK =0O, -O,K= = = 
1+2 1+2 1+2 


KE ÓC 1 #b Rằ(4+ 3/3 ~1) 


KP _ CỔ _ tan22050'= 


RC_ CO 1+2 (+ v9# 
s -ekg-RO4+23-UÝ 
Suy =OK.KF=— — 

+3} 


_ Rd4+22 -1J 


Suy ra bán kính của đường tròn (O;) là: r, = 
y È 4 1 {q +9) 
b. Trường hợp 2: (O`4) ở bên phải (Ơi): 
Khi đó: K` là tiếp điểm của 2 đường tròn, tiếp tuyến chung cắt CA và CD 
tại F` và F, CD tiếp xúc với (O`4) tại H. 
CK =CO,+O,K' 
_Ry4+2/2__R 
1+ J2 1+ v3 
' RQ4+22 -U), 
li Ð  ˆ k V 
F'E=K'F'=CK'tan32'30' 
_ RQl4+ 2/2 =1) 


+2# 


CRK'_ CO CK'.CO, _ RC(4 +22 + 1)j4 +22 


" = CO, 65GF"= co q+ v3 
CR=CE+ £ti- RG(4+2/2 + D4 + 2/2 RQ(4 + 2/3 + 1) 
yH= +F'H= nà 
+⁄2# (1+9 
An RCQl4+ 3/2 +1)? 
na ^^ S 
+2 


Suy ra : bán kính của đường tròn (O”4) là: 


RC(4+ 9/2 +1) 

+2)" 

Ví dụ ,9. Tam giác ABC có chu vi 80cm ngoại tiếp đường tròn (O). Tiếp 
tuyìn của đường tròn (O) song song với BC cắt AB, AC theo thứ tự ở 
M,N. 

a. Cho biết MN = 9,6cm. Tính độ dài BC. 
b. Cho ,biết AC—AB =6cm. Tính các độ dài AB, AC, BC để MN có giá 


kh 
F 4 
',Z l3 


& 


r :O,H =CHtan22°30'= 


Giải 
MN // BC nên tam giác AMN và tam giác ABC 
À MN chuviAMN 
đồng dạng, do đó ——= TH 
KH NGHI Ð TT? án 
Gọi D, E, F theo thứ tự là các tiếp điểm của 
đường tròn (O) với AB, AC, BC. 
Ta có AD = AE, BD = BF, CE = CF. 


Chu vi tam giác AMN bằng: 
AD + AE = AB + AC— BC. @) 
a. Đặt BC =x. 
Từ (2) suy ra chu vi tam giác AMN bằng 80 - 2BC, hay 80 -2x. 
Từ (1) suy ra k-I —, Đưa về phương trình: x? - 40x + 384 -:0 
x 
©(x~24)(x—16) =0 
Có hai đáp số: s.— 
BC = 24cm, hoặc BC = 16cm. h 0 ` 
b. ĐặtBC =x. BH M_ ? W 


MN _80~2x 
Từ( ——= 
Ø)sm—- mã 


max MN = 10 ©x=20. 
Dễ dàng tính được BC = 20cm, AB = 27cm, AC = 33cm. 
2. Tính số đo các góc 
Ví dụ I: Tính tan 15° mà không dùng bảng số, không dùng máy tính. 
Giải 
Cách I. Xét tam giác ABC có Â =90°,B = 159, \ 
AC = 1(h.18). Đường trung trực của BC cắt AB ở I. À 
Ta có AI =30° nên IC =2AC =2, F 
AC -`_ „suy ra AI=v3. k s 


nên 40MN =x(40 —x) =—(x 20)? + 400 < 400. 


——=tan30°= 


AI v3 
Ta có: AB = AI+ BI= AI+IC = V3 +2 
AC 1 
tan1ð°=—“=————=9-—8, 
an AB DPN:: v3 h 


, F A6 _. 2 A C 
Cách 2. Xét tam giác ABC có A =90°,B =30°, AC = 1. 


Ta có Ô%- 30° nên AB =2AC =2, 2p tan30' =-È nên AB= J8. 


v3 


Kẻ dường phân giác BD. B 
Theo tính chất đường phân giác: \ 
AD DG AD+DC l ọ 

AR BC AB:BC 8+2 


Ta có tan15” =.n=9- 8. 


Cách 3. Xét tam giác ABC có Â =90°, Ê=15°,BC =4. ĐC 
Kẻ dường trung tuyến AM, đường cao AH. —. 


Ta có AMB=30°,AM =2 nên AH = 1, Âñ ~tana0? =-L nên HM= V8. 
an ⁄3 
Suyra HC =- HM +MC = 3 +2. tan 15” = =9- 
yra + v3 +2. tan ne” - = J5 


Vĩ dụ 2 : Tam giác ABC vuông tại A, Ô =40°, đường cao AH, điểm I thuộc 
cạn AC sao cho AI =g AC,điểm K thuộc tia đối của tia HA sao cho 


HK= h AH. Tính số đo góc BIK. n 


Giải \ 
Kẻ 'E.LAH. Ta có AE= 2 AH =HK 


Nêr AH = EK. 
Taó: 
BE = BA? + AI? =(AH? + BH?) + (AE?) + (E) 
=(AH? + EIˆ) + (BH? + AE?) =(EK? + EI') +(BH? + HK?) = IK? + BK? 
Suy ra BRI= 909. 
Tứ siác ABKI là tứ giác nội tiếp nên BIR = BAH = Ö =40° 

Ví dụ 3: Tam giác ABC cân có Â =100°.Điểm D thuộc nửa mặt phẳng 
không chứa A có bờ BC sao cho ẾBD =15°,BCD = 35°. Tính số đo góc 
ADa. 

Giải 

Xét ABCD ta tính được =130°.Vẽ 


đường tròn (A; AB), lấy M bất kì thuộc 
đường tròn đó (M và A cùng pÏ phía đối với 
BC). Do BAC =100° nên BMẺ =50°. Do 
đó MBDC là tứ giác nội tiếp, tức là D 
thuc g tròn (A). 

ân tại A nên ADB = ÃBD = 40? + 159 = 55! 


AÉ*>' hóc 


Ví dụ 4: Tam giác ABC có Â =B+9Ê và độ dài ba cạnh là ba số tự nhiên 
liên tiếp. 
a. Tính độ dài các cạnh của tam giác. . : 
b. Dùng bảng lượng giác hoặc máy tính bỏ túi đê tính sô đo của các góc 
A,B,C. 
: Giải 
a. Trên cạnh CB lấy điểm D sao cho CD = CA. 
Ta có: Â = Â¡ + Âz =: + Â¿ =Ồ+ Â›; + Â; =B+9Â; A 
Theo để bài, Â = B + 2Ê, Suy ra Â; =. 
AB BC ⁄ / | kệ 
AABC ~ ADBA —_. 
(8) STR=An: B—P C 
Đặt BC =a, AC =b AB =c với a, b,c eN, ta có "ưa =a(a —b) (1). 
a- ẽ 


Do các cạnh của tam giác ABC là ba số tự nhiên liên tiếp và a > b nên 
a-b=l hoặc a—-b =2. 

=2 
Nếu a-b=1thì a—c =2, (05. =ev#esee~D=zes [ mì 
c- = 
©c=2. Khi đó a= 4, b= 3. Ba số 2, 3, và 4 thỏa mãn bất đẳng thức tam 
giác. Nếu a—b=9 thì a—c =1,khi đó (1) © e? =2(e + 1) © e(e—9) =3 


A. A" j1 Ạ 
c-2=l c=3 
Vậy AB =2, AC =3, BC =4. È _ 
b. Kẻ AHLBC. 
Đặt HC = x, HB = y. B8 ï H x* C 


Ta có x? -y? =(3? - AH?)—(2? - AH?)=5, nên x~y =E = L,Đõ. 
Từ đó x =8,695;y = 1,8Tõ;cosC =2 =0,815;Ö = 28°517; 


cosB= : = 6,875; Ö = 4634'; Â = 104929! 


Vĩ dụ 5. Đường tròn (O) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với cạnh AB tại D. 
Tính số đo góc C biết rằng AC.BC = 2AD.DB. 
Giải 
Gọi E, F là các tiếp điểm của đường tròn (O) trên CB, CA. C 
Ta có: AD = AF, BD = BE, CE = CF. JẪ 
Đặt AD = AF = x, BD = BE = y. 
Theo giả thiết ab = 2xy (1) 
Ta có: 


aB —BC=(x+y)+(x+CF)-(CE+y)=2x 


3. 
Ví 


¬ 


nên 2x=b+ec—a. Tương tự 2y=a+ec-=b 
Suy :a 2x.2y = Ễ -(a— b)|[c +(a- b)] =c€? -(a-b}? =c?-a?+9ab—b°. (2). 
'Từ () và (2) suy ra 3ab =c?=a” + 9ab- b “hay a” + b” =c”. Theo định lí 
Pytaxo đảo, ACB = 90”. 
Tính độ đài các cung 
dụ I: Cho đường tròn tâm O, cung AB bằng 120”. Các tiếp tuyến của 
đườrg tròn tại A và tại B cắt nhau ở C. Gọi (1) là đường tròn tiếp xúc với 
các đoạn thăng CA. CB và cung AB nói trên. So sánh độ dài của đường 
tròn l) với độ dài cung AB của đường tròn (O). 

Giải 
Gọi 3, r theo thứ tự là bán kính của đường tròn (O). (1). Gọi tiếp điểm 
của dường tròn (I) với cung AB và với cạnh CA theo thứ tự là M và H. 
A OAC vuông tại A. AOC =60° nên OC = 2OA = 2R. 
Và CM=OC—OM =2R—R =R(1) 
ATEC vuông tại H, HIC = 60° nên IC = 2IH = 2r. 
Do đó MC =MI+IC =r=2r =âr. (2) 


Từ () và (2) suy ra r =.: 
Độ cài cùng AB của (O) bằng = 


Độ cài đường tròn (1) bằng 2mr s... 


Vậy độ dài đường tròn (I) bằng độ dài cung AB của đường tròn (O). 


Ví dụ 2' Cho hai đường tròn đồng tâm. Biết khoảng cách ngắn nhất giữa hai 


điểm thuộc hai đường tròn bằng 1m. Tính hiệu các độ dài của hai đường 
tròn 


Giải 
Gọi A là điểm bất kì thuộc đường 
tròn (O: r), B là điêm bất kì thuộc 2 b 


đường tròn (O; R) với R >r. 

Với mọi A và B ta có: AB>OB-OA=R-r 

Vậy min AB = R-r. 

Do đó R—-r=1. 

Hiệu các độ dài của hai đường tròn bằng 9z(r + 1)— 2mr = 2m(m). 


Ví dự 3: Cho hình quạt tròn có cung BC bằng 120”, tâm A bán kính R. Tính 


độ cài đường tròn nội tiếp hình quạt đó (đường tròn nội tiếp hình quạt là 
đường tròn tiếp xúc với cung BC và với các bán kính AB, AC). 


ĐẠI 'HỌC QUỐC GIA HA NÓI 
TRUNG TÂM THNG TIN THƯ VIỆN 


I®/_ 3052 


Giải 
Kẻ tiếp tuyến chung tại tiếp điểm 
H, cắt AB, AC ởD, E. đường tròn 
(O) nội tiệp hình quạt là đường tròn 
nội tiếp A ADE. 
Ta tính được AH = R, AD =2R, DH= “R5, Sau đó tính OH theo tính 
chất đường phân giác của A ADH, được OH = R(2V3 -3). 
Đáp số: 2(2V3 - 3)xR. 
Ví dụ 4: Lẫy bốn điểm A, B, C, D theo thứ tự trên đường tròn (O) sao cho 
sđ AB =60°, sđ BC = 90° , sđCD = 120. 
a. Tứ giác ABCD là hình gì? 
b. Tính độ dài đường tròn (O). Biết diện tích tứ giác ABCD bằng 100m”. 
Giải 


a. ABCD là hình thang cân. 
b. Gọi R là bán kính của (O), EF là đường cao đi qua O của hình thang. 


2.100 200 
Tacó: EF=—————=————., (Ì 
AB+CD R(/3+l1) &) 


BF =OE + OF =2 (V8 + ). (2) 


Từ (1) và (2) suy ra R=—20— =10(V3 — 1). 


⁄3 +1 
Đáp số: Độ dài đường tròn bằng 20(3 —1)mm. 
4.Tính diện tích các hình 
Ví dụl: Một hình thang cân có đường chéo vuông góc với cạnh bên. Tính 
diện tích hình thang biết rằng đáy nhỏ dài 14cm, đáy lớn dài 50cm. 
Giải ẠA B 


Kẻ AH LCD. Ta tính được HD = I§cm, 
HC =32cm, AH= 24cm, AD =30em. 
Chu vi hình thang băng 124cm, diện 


tích hình thang bằng 768cm”. lNG Š 
Ví dụ 2. Tính diện tích hình thang ABCD có đường cao bằng 12cm. hai 
đường chéo AC và BD vuông góc với nhau, BD = 15 em. 
Giải A b 
Qua B vẽ đường thẳng song song với 


AC, cắt DC ở E. Gọi BH là đường cao ° 
của hình thang. 
Ta có BE // AC, AC 1 BD nên BE 1 BD. 


l=j 
= 
le) 
mm 


Áp dụng định lí Py-ta-go vào tam giác vuông BDH. ta có: 
BH” HD” = BD =12 + HDỶ = 15? = HD” =925- 144 = 81 = HD = 9(em). 
Xét tam giác BDE vuông tại B 
BI)” =D.DH = 15? = DE.9 => DE = 225: 9 = 25(cm). 
Ta có AB = CE nên AB + CD = DE = 2Š (cm). 
Do đó 8e; = 35.12: 2 = 150(cm”). 
Ví dụ 3: Tính diện tích một tam giác vuông có chu vi 72cm. hiệu giữa đường 
trung tuyến và đường cao ứng với cạnh huyền bằng 7cm. 
Giải 
Đặt AM = x, ta có BC =2x, AH=x~7. 
“Theo hệ thức trong tam giác vuông AB + AC” = BC” = 4x? (1) 
AB.AC = BCG.AH =9x(x—7) (2) A 
Từ (1) và (2) suy ra: 
AB” + AC? +2AB.AC = 4x” + 4x(x—7). 
e» (AB+ AC)? =8x” ~28x =0 
© (72-9x)” =8x” 98x 
Đưa về phương trình x? + 65x -1296 =0 © (x~ 16)(x + 81) =0. 
Nghiệm dương của phương trình là x = l6. 
'Từ đó BC = 32cm, AH = 9cm. 


CÌ =.38.9 =144(cm”). 


B H M C 


Ví dụ 4: Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Độ dài các cung AB, 
BC, CA theo thứ tự băng 3n,4n,5z. Tính diện tích tam giác ABC. 
Giải ˆ 
Gọi R là bán kính của đường tròn (O). 
Ta có 3mR = 3m + 4x +õm nên R = 6. 
Ñô đo của các góc AOB, BỌC, COA 
tỉ lệ với 3. 4, 5 nên B C 
AÔh HOC CÔA ÁÖB+BOD:GOA 360, 
3 4 5 3+4+5 12 
Suy ra AOB = 90°,BOC =120°,COA = 1501. 


Ta có: S,ø =5OA.OB =s.68 =18. Để chứng minh: nếu một tam giác 
có hai cạnh bằng a, b và góc tạo bởi hai cạnh này là góc tù ơœ thì diện tích 


tam giác bằng .ab sin(1800° —ø). 


Do đó: S„„. = Ề Rˆ sin 60° = sư) =9/8 


mm < 2N sin30° = _= =9. Vậy S„„. =18 + 9/5 +9 =27 + 9/3, 


Diện tích S của hình tròn bán kính R được tính theo công thức S = nR”. 
Ví dụ 5. Cho tam giác đêu có tâm O, cạnh 3cm. Vẽ đường tròn tâm O bán 
kính lcm. Tính diện tích phân tam giác năm ngoài hình tròn. 
Giải 
Gọi AH là đường cao của tam giác đều ABC, ta có: 


An- 3 ,oH=^H „ s2 (em), 
Xét A cho vuông tại H, ta có: 


HD? =OD?—OH? =1-Š =3 ~ HD=Lem 
4 4 củ 


Suy ra CD = lcm. Tương tự CE = lcm. 
Tứ giác ODCE là hình thoi cạnh lcm, DCE = 60°. 
Do đó: Supc = _. .x 


-s (em' ). Diện tích hình quạt ODE bằng 


2 ` 
T— == (em) Diện tích “tam giác cong” CED (phân gạch sọc gi#i hạn 
bởi các đoạn thăng CD, CE và cung DE) bằng VÔ _ 5 = =g/3- )(cm”) 


Diện tích phải tìm bằng: s45 =jif= _ —®)(em"). 


Ví dụ 6: Cho tam giác ABC đều có cạnh bằng 1. Trên cạnh AC lấy các điểm 


D, E sao cho ABD =CBE = 209. Gọi M là trung điểm của BE va N là 
điểm trên cạnh BC sao BN = BM. Tính tổng diện tích hai tam giác BCE 
và tam giác BEN. 

Giải 
Kẻ BI L AC = I là trung điểm AC. 
Ta có: ABD =BBE=20°= DBE=20° (1); A ADB = A CEB (g~c-g) 
=> BD=BE = A BDE cân tại B 
=1 là trung điểm DE 


— ^ 
mà BM = BN và MBN =90° 
= A BMN và A BDE đồng dạng. 
8 BM Ỷ D 
2 St! =CC” =— = Sgwe = 2§5vN = SnIr N 
Qượn BE 4 Đ\ 
Vậy Spce + SpNE = SpcE + Spi = Spịc _ 
=Ù v3 M 
B 5  Anc ca 8` \ 
“tổ B N € 


h 


Ví dụ 7: Ciọi O là trung điểm của đoạn thăng AB = 2R. Vẽ về một phía của 
AI các nửa đường tròn có đường kính theo thứ tự là OA. OB, AB. Vẽ 
dường tròn tâm Ï tiếp xúc ba nửa đường tròn trên. 

¡, Tỉnh bán kính của đường tròn (l). 
b. Tĩnh diện tích phần hình tròn lớn năm ngoài hình tròn tâm I và năm 
ngoài hai nửa hình tròn nhỏ. 

Giải 

a. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của OA, OB. Gọi x là bán kính của (I). 
Xét A ION vuông, ta có: = 
1O” +ON? =1IN? 


=(R=x + =CỄ + xŸ 


~E-1)<0= E-gx=xeŸ ~—-hR—> 


b. Đáp số: KT j 
36 

Ví dụ 8: Cho hai đường tròn đồng tâm, đường tròn nhỏ chia hình tròn lớn 
thành hai phần có diện tích bằng nhau. Chứng minh rằng diện tích phần 
hình vành khăn giới hạn bởi hai tiếp tuyến song song của đường tròn nhỏ 
bằng diện tích hình vuông nội tiếp đường tròn nhỏ. 

Giải 

Gọi R, r theo thứ tự là bán kính của hai đường tròn (R > r). 
Ta có xR? = 9xr? > R=rv2 = AOHC vuông cân. 


B/8 £ ` ` * š h3: 
Diện tích hình vành khăn băng Ta" 


Diện tích phần gạch sọc của hình vành 

khăn và diện tích hình vuông đều bằng R” 

(bạn đọc tự giải). - : 
Ví dụ 9: Cho đa giác đều n cạnh độ dài mỗi cạnh băng a. Vẽ các đường tròn 

ngoại tiệp và nội tiêp đa giác. 

a. Tính diện tích hình vành khăn giới hạn bởi hai đường tròn. 

b. Tính chiêu rộng của hình vành khăn đó. 

B Giải : 
Gọi AB là cạnh của đa giác đều. 1 
5 Ề 
a. Diện tích hình vành khăn bằng ¬ ^ B 
b. Chiều rộng hình vành khăn bằng: 
HI = AH.tan [AH. Ẩ 
W°P tan VU, 


Đáp số: —ta 5 
?? 82 n 
8 21 


Ví dụ 10: Một hình quạt có chu vi bằng 28cm và diện tích bằng 49em (chu 
vi hình quạt bằng độ dài cung hình quạt cộng với hai lần bán kính). Tính 
bán kính của hình quạt. 


m B M N €C 


Giải 


Giả sử hình quạt đã cho có bán kính R, độ dài cung là m, diện tích S. 
Ta có = =§=49 nên mR =98. (1) 


Ta lại có m+2R =28 nên m = 28 - 2R. 
Thay vào (1) được (28 - 2R).R =98 >(R~ 7)? =0 > R = 7(cm). 

Ví dụ 11: Cho ba đường tròn cùng có bán kính r và tiếp xúc ngoài đôi một. 

a. Tính diện tích “tam giác cong” có đỉnh là các tiếp điểm của hai trong ba 
đường tròn đó. 

b. Kẻ ba đường thắng, mỗi đường thẳng tiếp xúc với hai đường tròn và 
không giao với đường tròn thứ ba. Tính diện tích tam giác tạo bởi ba 
đường thẳng đó. 

Giải 
a. Diện tích tam giác cong GHI bằng hiệu của Spz; (bằng r?3 ) và diện tích 
2 
ba hình quạt bán kính r, số đo cung 60° (bằng 8 — ). 


b. Ta có BM =NC =rv3;MN = 9r nên BC =2r(V3 +1) 
Đáp số: S„p„ = 2r?(2V3 + 3). 

Ví dụ 12: Cho tam giác ABC vuông tại A. AB = 15, AC = 20. đường cao 
AH. Vẽ Đường tròn tâm A bán kính AH. Kẻ các tiếp tuyến BD, CE với 


đường tròn (D, E là các tiếp điểm). Tính diện tích hình giới hạn bởi các 
đoạn thẳng BD, BC, CE và cung DE không chứa H của đường tròn. 


Giải 
Dễ thấy D, A, E thẳng hàng, lần 
lượt tính được BC = 25, BH = 9, 


HC = l6, AH = 12. : lị 
Từ đó tính được h 
Sapc =1õ0,Sapạc = 300. “H¬ 


h gó» +T9n. 


Ví dụ I3: Cho tam giác đều AB có cạnh băng 2a. Gọi (I) là đường tròn nội 
tiếp tam giác. Tính diện tích phân chung của hình tròn (I) và hình tròn 
tâm A bán kính a. 

Giải 
Điện tích S phải tìm (phần gạch sọc trên hình bên) bằng tổng diện tích 
của hai hình viên phân (S =8, +5, ). 
Hinh viên phân bán kính AD = AE = a. cung 60°có diện tích 


8,s t0n-nđ5i, 
12 


Hình viên phân bán kính 


ID =: IE = _C, cung 190° có diện tích: bDÑÑ : 
§ sự n—3/3) F ` 


. +2 
Đáp số: 18Õt -63). 


Ví dụ 14: Cho hình vuông ABCD cạnh a, vẽ đường tròn (c) đường kính AB. 
O là tâm dường tròn (c). Từ C vẽ tiếp tuyên CT với đường tròn (c) khác 
CB, gọi T là tiếp điêm, gọi E là giao điêm của AD và OT 

a. Đặt DE = x tính theo a, x các cạnh của tam giác OAE, sau đó tính x theo a 

b. Tính theo a diện tích tam giác OCE và đường cao EH xuất phát từ E của 
tam giác đó. 

Giải 
Cho hình vuông ABCD cạnh a, vẽ đường tròn (c) đường kính AB, O là 
tâm đường tròn (c). Từ C vẽ tiêp tuyển CT với đường tròn (c) khác CB, 
gọi T là tiếp điểm, gọi E là giao điểm của AD và OT 

a. Đặt DE = x tính theo a, x các cạnh của tam giác OAE, sau đó tính x theo a 
Tạ có: ADCE = ATCE (BC chung,CT = CD = BC) 


=> ET = ED =x. 
=0A=5¡AB=a~x;OB =OT+ TE.=Š + x 


Áp dụng định lí Pi-ta-go trong tam giác 
vuông AOE: OE? =OA? + AE? 


= ¬ +x)”= vT +(a-x}Ÿ 


2 Lì 
lì” suạy a : a 
c Y +aX = TT +RŸ + X” — 2ax © 3ax = a” cs x= 2 (a  Ú) 


Ñ là. 


b. Tính theo a diện tích tam giác OCE và đường cao EH xuất phát từ E của 


tam giác đó. 
a c : 
N. 6a Sau 
ƯA NNEE TH TEEN. TENNRR: 2 3 
Áp dụng định lí Pitago trong tam giác vuông BOC: 
3 
OC? =OBỶ + BC? =Ê— + a? = = œ0G= kế 
«ve BH.OC _ pụị „ 2Šsocr _ ọ 5a”. sư _ võa 
2 OC 12 ` 2 3 
Ba? av5 
S =——;EH=—— 
AOCE 19 3 


Bài tập vận dụng 
1. Tam giác ABC có đường trung tuyến AM bằng cạnh AC. Tính tanB : tanC. 


Ì „_,, C0osœ+Sinơ 
2. Cho RRRBb=os. Tính —————_, 
COSƠŒ — sInœ 


3. Cho hình vuông ABCD. TínhcosMAN biết rằng M, N theo thứ tự là 
trung điểm của BC, CD. 

4. Cho tam giác ABC vuông tại A. Các điểm D, E thuộc cạnh BC sao cho 
BD = DE =EC. Biết AD 10cm, AE = 15cm. Tính độ dài BC. 


5. Tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O; R) có AB = 8cmi. 

AC = I5cm, đường cao AH = 5cm (điểm H nằm trên cạnh BC). Tính bán 
kính của đường tròn. 

6. Cho đường tròn (O) có đường kính AB = 12cm. Một đường thắng đi qua 
A cắt đường tròn (O) ở M và cắt tiếp tuyến của đường tròn tại B ở N. Gọi 
I là trung điểm của MN. Tính độ dài AM. Biết rằng AI = 13 cm. 

7. Cho đường tròn tâm O bán kính R, các đường kính AB và CD vuông góc 
với nhau. Gọi I là trung điểm của OB. Tia CI cắt đường tròn Ở E, EA cắt 
CD ởK. Tính độ dài DK. 

8. Các đường cao BH, CK của tam giác ABC cắt đường tròn ngoại tiếp theo 
thứ tự ở D, E. Tính số đo góc A biết rằng DE là đường kính của đường 
tròn. 

9. Tính số đo góc A của tam giác ABC biết rằng khoảng cách từ A đến trực 
tâm của tam giác bằng bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác 

10. Dùng bảng lượng giác hoặc máy tính bỏ túi. Hãy tính: 


a. ChiÊêỮ cao ứng với cạnh 40cm của một tam giác, biết góc kể với cạnh 
: ằng 40 và 500. 


b. Góc tạo bởi đường cao và đường trung tuyến kẻ từ một đỉnh của tam 
giác. biết các sắn ở hai đỉnh kia bằng 60” và 80”. 

1I. Tam giác ABC Â-=105",B=45", BC = 4em. Tính các độ dài 
AB.AC. 

12. Tam giác ABC có Â =60", AB =28§em, AC = 35cm. Tính độ dài BC. 

13. Cho một hình vuông có cạnh Idm. Người ta cắt đi ở mỗi góc của hình 
vuêng một tam giác vuông cân để được một bát giác đều. Tính tổng diện 
tick của bốn tam giác vuông cân bị cắt đi. 

14. Tam giác đều ABC có cạnh 60cm. Trên cạnh BC lấy điểm D sao cho 
RD = 20cm. Đường trung trực của AD cắt các cạnh AB, AC theo thứ tự ở 
E,Ƒ. Tính độ dài các cạnh của tam giác DEF. 

15. Cho tam giác ABC có AB = c, AC = b. Đường phân giác AD, đường 
trung tuyến AM. Đường thăng đối xứng với AM qua AD cắt BC Ở N. 
Tính tỉ sô BN : NC. 

16. Tírh diện tích bát giác đều cạnh a. 

17. Cha đa giác đều 20 cạnh A,A,...A„; nội tiếp đường tròn (O; R). Gọi M là 


mộ: điểm bắt kì thuộc đường tròn. Tính tổng MA? + MA +...+ MAš,. 


18. Cho tam giác đều ABC và hình vuông ADEG cùng nội tiếp TỆ kG tròn 
(O: R). Tính diện tích phần chung của tam giác và hình vuông. 

19. Cho đường tròn (O) , cũng AB bằng 60°. Vẽ cung OB có tâm A bán kính 
R. Vẽ cung OA có tâm B bán kính R. Chứng minh rằng diện tích hình 
giới hạn các cung OA, OB, AB nhỏ hơn diện tích hình tròn (O; R) 

20. Cho trường tròn (O; R). Một đường tròn (O') cắt đường tròn (O) ở A và 
B so cho cung AB của đường tròn (O') chia hình tròn (O) thành hai phần 
có iiện tích bằng nhau. Chứng minh rằng độ dài cung AB của đường tròn 
(Ø" lớn hơn 2R. 

21. Co tam giác ABC có diện tích S. Gọi S¡ là diện tích hình tròn ngoại tiếp 
tam giác. Sz là diện tích hình tròn nội tiếp tam giác. Chứng minh rằng: 
2S<SI¡+S¿. 

22. Cho hình viên phân BC có dây BC = a, cung BC = 900. 

a. “ính diện tích hình viên phân. 
b. Tính diện tích hình vuông DEGH nội tiếp trong viên phân đó (D và E 
thuộc BC, G và H thuộc cung BC). 

23. Tnh bán kính của hình viên phân BC có dây BC = 6cm, cạnh của hình 
vuông MNPO nội tiếp viên phân ấy bằng 2cm (M và N thuộc BC, P và Q 
thuộc cung BC). 

24. T giác ABCD ngoại tiếp đường tròn (O), đồng thời nội tiếp, một đường 
tròn khác, AB = 14 cm, BC = 18 cm, CD = 26 em. Gọi H là tiếp điểm của 
CT và đường tròn (O). Tính các độ dài HC, HD. 


A” : 


25. Một hình thang cân nội tiếp đường tròn tâm O, cạnh bên được nhịn từ O 
dưới góc 1207. Tính diện tích hình thang, biết đường cao của hình thang 
bằng h. 

26. Cho hình thang ABCD (AB // CD), AB = a, CD = b, a < b. Một đường 
tròn (O) đi qua A và B, cắt các cạnh bên AD, BC theo thứ tự ở M. N. 
Tính độ dài MN thco a, b, biết rằng các tứ giác ABNM và CDWN có 
diện tích bằng nhau. ' 

27. Cho hai đường tròn (O; 3cm), và (O¡; 6cm) tiêp xúc ngoài nhau tai A và 
cùng tiếp xúc với đường thắng d tại B và C. Một đường tròn (O›) nhỏ 
hơn hai đường tròn trên tiệp xúc với cả hai đường tròn ây và tiếp xúc với 
đường thăng d. 

a. Tìm bán kính của đường tròn (O¿). 
b. Tìm diện tích hình giới hạn bởi ba đường tròn (O), (O¡), (O3) và 
đường thăng d. 

28. Cho nửa đường tròn tâm B đường kính AC = 4a. Dựng nửa đường tròn 
(O) đường kính AB nằm trên nửa mặt phẳng chứa nửa đường tròn nói 
trên. Từ C kẻ dây CD tiếp xúc với nửa đường tròn (O) tại E và cắt tiếp 
tuyến A của nửa đường tròn (O) tại I. 

a. Chứng minh: AD song song với OE. 

b. Chứng minh rằng hai tam giác AIC và EOC đồng dạng. Tính giá trị 
của tích AI. EC. 

c. Chứng minh rằng hai tam giác AEC và EBC đồng dạng và tírh tỉ số 
đồng dạng của chúng 

d. Tìm diện tích của hình giới hạn bởi đoạn thẳng BC, cung EB và tiếp 
tuyến CE. 

29. Cho đường tròn (O; 5,0ém) và một điểm A nằm trên đường tròn ấ;. Trên 
tia tiếp tuyến Ax, lấy một điểm B sao cho AB = 5 ;0 cm. Đường tròn 
(B; 5,0em) cắt đường tròn (O; 2,0cm) tại điểm thứ hai C. 

a. Chứng minh BC là tiếp tuyến của đường tròn (O; 5,0cm). 

b. Tứ giác OABC là hình gì? Tại sao? 

c. Tính diện tích hình giới hạn bởi hai cung lớn AC của hai đường 
tròn đã cho. 

d. Từ B kẻ cát tuyến bất kì cắt đường tròn (O; 5,0cm) tại E và F. Chứng 
minh: BE.BF không đổi. 


30. Cho tam giác ABC, sai Đường tròn (O) đi qua AC sao cho 
cung AC có số đo bằng 902 và O, B nằm trên hai nửa mặt phẳng đổi mhau 
bờ AC. Đường cao AH của tam giác ABC cắt đường tròn tại điểm :hứr hai 


Q và cắt đường thẳng chứa đường kính IC tại M. 


a. Tam giác ABC là tam giác gì? 
A7 AIC là tam giác gì? 


c. Chứng minh rằng đường phân giác của góc BCI cũng là đường phân 
giác của góc ACQ. 

d. Dường thăng BC cắt đường tròn tại diễm thứ hai E. Chứng minh rằng 
hai tam giác AEC và MIA đồng dạng. 

œ. Cho AC = b, Tính diện tích hình viên phân tạo bởi cung nhỏ AC và 
dây AC. 

31. Một tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O) đường kính AD = 6.0cm. 
Gọi [ là giao điêm của hai đường thăng BD và AC. Trên tia IC lấy điểm 
N sao cho IN =1B; đường thăng BN cắt đường tròn tại điểm thứ hai M. 

a. Tính độ dài cạnh của tam giác đều ABC. 

b. Các tam giác BIN và BMD là tam giác gì? 

c. Chứng minh hệ thức: NC. NA =MN..NB. 

d. Tính tông diện tích ba hình viên phân giới hạn bởi đường tròn (O) và 
tam giác đều ABC. 

32. Cho một hình chữ nhật ABCD, AB = b. BC = b2. Từ A kẻ đường 
thăng vuông góc với BD cắt BC và BD theo thứ tự tại M và N. 

a. Tính độ dài các đoạn thăng BD và BN. 

b. Chứng minh răng M là trung điểm của BC. 

c. Chứng minh răng tứ giác DNMC nội tiếp được trong một đường tròn. 
d. Tính diện tích hình tròn ngoại tiếp tứ giác DNMC. 

33. Cho 5 điểm thăng hàng sắp xếp theo thứ tự A, B,C, D, E. và 
AB = BC = CD = DE = a. Dây MN của đường tròn (C; AC) vuông góc 
với AD tại D; AM cắt đường tròn (B; AB) tại K. 

a. Chứng minh rằng DK là tiếp tuyến của đường tròn (B; AB). 

b. Các tam giác DKM và AMN là tam giác gì? Từ đó suy ra DK // AN. 

c. Chứng minh rằng Tứ giác KMDC nội tiếp được trong một đường tròn 

d. Tìm diện tích hình giới hạn bởi ba đường tròn (C; AC), (B; AB) và 
đường tròn ngoại tiêp tứ giác KMDC. 

34. Cho tam giác vuông ABC, Â = 1v và AD là đường cao thuộc cạnh huyền. 
Tỉa phân giác của góc BAD cắt BC tại M. Vẽ đường tròn đường kính AM. 

a. Tam giác ACM là tam giác gì? 

b. Chứng minh rằng đường tròn đường kính AM cắt cạnh AB tại điểm 
thứ hai N và đi qua D. 

c. Tứ giác ACMN là hình gì? 

d. Cho AC>20,0cm; Ê~ 30°.Tính diện tích hình tròn đường kính AM. 

35. Cho hình thang cân ABCD, hai đáy là AB = 5cm và CD = 7cm, 

Ö = 600, hai đường chéo BD và AC cắt nhau tại O. 

a. Chứng minh: Hai tam giác OAD và OBC bằng nhau. 

b. Tính độ dài các cạnh AD, BC và các đường chéo AC, BD. 
c. Tính điện tích hình tròn ngoai tiếp hình thang ABCD. 


<ế 27 


36. Hai tiếp tuyến MA và MB của đường tròn (O: R) tạo thành l góc 
120°(A và B là các tiếp điểm). 

a. Tam giác MAB là tam giác gì? Tính các cạnh của tam giác ấy theo R. 
b. Tính diện tích phần hình tròn nằm trong tam giác MAB. 

c*. Từ một điểm N trên cung nhỏ AB kẻ ND, NE, NF theo thứ tự vuông 
góc với AB, MB, MA (DeAB, EeMB, FeMA). 

Chứng minh: ND? = NE.NF. 

37. Cho đường tròn tâm O, bán kính R = 5cm. Vẽ một dây AC có độ dài 6em 

và đường kính BD vuông góc với dây AC tại E. 

a. Tính độ dài các đoạn BE và DE. 

b. Tính chu vi tứ giác ABCD. : 

c. Tính độ dài FG của đường thẳng song song với AC kẻ từ O và cắt AD 
tại F, CD tại G. 

38. Hai đường tròn (O) và (O) có cùng bán kính R, cắt nhau tại A và B. 
Đoạn nôi tâm OO! cắt các đường tròn (O) và (O') theo thứ tự ở C và D. 
Tính R biết rằng AB = 24cm, CD = 12cm. 

39. Hai đường tròn (O) và (O') có cùng bán kính R. cắt nhau tại A và B, 
trong đó ØAO'=90°. Vẽ cát tuyến chung MAN, M thuộc (O), N thuộc 
(O'). Tính AM? + AN? theo R. 

40. Cho ba đường tròn tâm O¡, O;, O; có cùng bán kính và cùng đi qua một 
điểm I. Gọi các giao điểm khác I của hai trong ba đường tròn đó là A, B, 
C. Chứng minh răng : 

a. AABC=AO ¡0;0;. b. I là trực tâm của tam giác ABC. 


41. Cho điểm A nằm ngoài đường, tròn tâm O. Vẽ đường tròn tâm A bán 
kính AO. Gọi CD là tiếp tuyến chung của hai đường tròn. Ce(O). 
De(A). Đoạn nối tâm OA cái đường tròn (O) ở H. Chứng minh răng DH 
là tiếp tuyến của đường tròn (O). 

42. Cho hai đường tròn (Q) và (O') cắt nhau tại A và B. Vẽ hình bình hành 
OBOVC. Chứng minh rằng ACOO' là hình thang cân. 

43. Hai đường tròn (O; R) và (O; r) tiếp xúc ngoài tại A. Kẻ tiếp tuyến 
chung ngoài BC, Be(O), Ce(O'). 

a. Cho R = 3cm, r = lcm. Tính các độ dài AB, AC. 
b. Cho AB = 19,2cm, AC = 14,4cm. Tính R và r. 

44. Cho ba đường tròn (O\), (O›), (O3) tiếp xúc với hai cạnh của một góc 
nhọn và (O¡) tiếp xúc ngoài với (O;), (Os) tiếp xúc ngoài với (O;) Biết 
bán kính của các đường tròn (O\) và (O2) là a và b. Tính bán kính của 
đường tròn (O;). 

45. Cho hai đường tròn (O) và (O') tiếp xúc ngoài tại A. Gọi AB là đường 
kính của đường tròn (O). AC là đường kính của đường tròn (O'). DE là 

tiếp Y3 của hai đường tròn. De(O), Ee (O'), K là giao điểm của 


LÝ) 


a. Tử giác ADKE là hình gì? Vì sao? 
b.CMR: AK là tiếp tuyến chung của hai đường tròn (O) và (O`). 
c. Gọi M là trung điểm của BC. € MR: MK vuông góc với DE. 

46. Hai đường tròn (O; R) và (O'; r) tiếp xúc ngoài lại A. Gọi BC, DE là các 
tiếp tuyên chung của hai đường tròn (B và D thuộc đường tròn tâm ©). 
a. Chứng minh răng BDEC là hình thang cân. 

b. Tính diện tích hình thang cân đó. 

47. Hai dường tròn (O; R) và (O; r) tiếp xúc ngoài nhau. Gọi AB là tiếp 

tuyên chung của hai đường tròn. A<(O). Be(Ø'). 

a. Tính độ dài AB. 

b. Cho R = 36cm, r = 9cm. Tính bán kính của đường tròn (I) tiếp xúc với 
dường thăng AB và tiếp xúc ngoài với hai đường tròn (O) và (O)). 

48. Trong một hình thang cân có hai dường tròn tiếp xúc ngoài nhau, môi 
đường tròn tiếp xúc với hai cạnh bên và tiếp xúc với một đáy của hình 
thang. Biết bán kính của các dường tròn đó bằng 2cm và 8cm. Tính diện 
tích hình thang. 

49. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn (O; R). Gọi (O') là đường 
tròn tiếp xúc trong với đường tròn (O) và tiếp xúc với hai cạnh AB, AC 
theo thứ tự tại M, N. 

a. Chứng minh răng ba điểm M, O. N thăng hàng. 
b. Tính bán kính của đường tròn (O') theo R. 

50. Cho tam giác ABC vuông cân tại A nội tiếp đường tròn (O; R). Gọi (O') 
là đường tròn tiếp xúc trong với đường tròn (O) và tiếp xúc với hai cạnh 
AB, AC. Tính bán kính của đường tròn (O') theo R. 

51. Cho đường tròn (O) đường kính AB. đường tròn (O') tiếp xúc trong với 
đường tròn (O) tại A. Các dây BC, BD của đường tròn (O) tiếp xúc với 
đường tròn (O') theo thứ tự tại E, F. Gọi I là giao điểm của EF và AB. 
Chứng minh răng I là tâm của đường tròn nội tiếp tam giác BCD. 

52. Cho ba đường tròn bán kính r tiệp xúc ngoài đôi một. Tính bán kính của 
đường tròn tiệp xúc với cả ba đường tròn đó. 

53. Cho đường tròn tâm Ò bán kính R. Vẽ về một phía của đường kính AB 
các tia tiếp tuyến Am, Bn. Gọi (1), (K) là các đường tròn tiếp XÚC : ngoài 
nhau và tiếp xúc ngoài đường tròn (O), trong đó đường tròn (I) tiếp xúc 
với tia Am, đường tròn (K) tiệp xúc với tỉa Bn. Gọi x và y là bán kính của 
các đường tròn (I) và (K). Chứng minh rằng R= 2(xy. 

54. Cho nửa đường tròn tâm O với đường kính AB. Gọi OC là bán kính 
vuông góc với AB, d là tiếp tuyến với nửa đường tròn tại C. Gọi (1) là 
dường tròn tiếp xúc trong với nửa đường tròn tâm O và tiếp xúc với 
dường kính AB. Chứng minh rằng điểm I cách đều đường thăng d và 
điểm O. 
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55. Cho nửa đường tròn tâm O với đường kính AB = 2R. Gọi OE là bản kính 
vuông góc với AB. Vẽ đường tròn (C) có đường kính OE. Gọi (]) là 
đường tròn tiếp xúc ngoài với đường tròn (C), tiếp xúc trong với dường 
tròn (O) và tiêp xúc với đoạn thăng OB. Tính bán kính của đường tròn \D). 

56. Cho điểm C thuộc đoạn thăng AB, AC = 4cm, CB = 8cm. Về về một 
phía của AB các nửa đường tròn có đường kính theo thứ tự là AC, AB. 
Tính bán kính của đường tròn (I) tiếp xúc với các nửa đường tròn trên và 
tiếp xúc với đoạn thăng AB. 

57. Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = 6cm, BC = 10cm. Tính bán kính 
của dường tròn (O') tiếp xúc với AB, AC và tiếp xúc trong với đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

58. Cho hai đường tròn làm O bán kính 9cm và tâm O' bán kính 3cm tiếp 
xúc ngoài nhau. Một đường thăng bị hai đường tròn đó cắt thành ba đoạn 
thăng bằng nhau. Tính độ dài của một đoạn thăng đó. 

59. Cho hai đường tròn (O) và (O') ở ngoài nhau, OO' = 65cm. Gọi AB là 
tiếp tuyến chung ngoài. CD là tiếp tuyến chung trong, A và C thuộc (O), 
B và D thuộc (O'). Tính bán kính của các đường tròn (O) và (O'). Biết 
rằng AB = 63cm, CD = 25cm. 

60. Cho hai đường tròn (O) và (O') ở ngoài nhau. Kẻ tiếp tuyến chung ngoài 
AF và tiếp tuyến chung trong EM (A, Ee(O), B, De (O" ); 

a. Gọi M là giao điểm của AB và EF. Chứng minh răng AAOM và 
A BMO' đồng dạng. 

b. Chứng minh rằng. AE vuông góc với BF. 

c*. Gọi N là giao điểm của AE và BF. Chứng minh rằng ba điểm O, N, O' 
thẳng hàng. 

61. Cho hai đường tròn (O) và (O') ở ngoài nhau. Qua O, kẻ các tỉa tiếp 
tuyến với dường tròn (O'), chúng cắt đường tròn (O) tại A và B. Qua O', 
kẻ các tia tiếp tuyến với đường tròn (O), chúng cắt đường tròn (O') ở C 
và D. Chứng minh rằng A, B, C, D là bốn đỉnh của một hình chữ nhật. 

62. Cho hai đường tròn đông tâm O, có bán kính R và r (R >r). Dây BC của 
đường tròn lớn cắt đường tròn nhỏ tại D và E. Gọi EA là đường kính của 
đường tròn nhỏ. Chứng minh rằng DA? + DB? + DC? =2(R? + r?) 

63. Hai dây AB, CD song song với nhau của đường tròn (O) là tiếp tuyến 
của đường tròn (O'), AB = 10cm, CD = 24cm. Biết đường kính của 
đường tròn (O') bằng 7cm, tính bán kính của đường tròn (O). 

64. Tính bán kính của đường tròn (O), biết rằng dây AB của đường tròn có 
độ dài bằng 2a và khoảng cách từ điểm chính giữa của cung AB đến dây 
AB bằng h. 

65. Cho nửa đường tròn đường kính AB = 2cm. dây CD song song với AB 
(C< AD). Tính độ dài các cạnh của hình thang ABDC biết chu vi hình 


F”z biện 5cm. 
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66. Cho nửa đường tròn tâm O đường kính 20cm. € là điểm chính giữa ‹ 
nữa đường tròn. Điểm II thuộc bán kính OA sao cho OH = 6 cm. Đười 
vuông góc với OA tại H cắt nửa đường tròn ở D. Vẽ dây AE song son 
với DC. Gọi K là hình chiều của E trên AB. Tính diện tích tam giác 
AF:K. 

67. Cho tam giác đều ABC có diện tích §, nội tiếp đường tròn (O). Trên các 
cung AB. BC, CA. lây theo thứ tự các điêm A'. B', C' sao cho các cung 
AA',BB',GC'đều có số đo bằng 30”, Tính diện tích phần chung của hai 
tìm giác ABC và A'B'C'. 


Hướng dẫn và đáp số 
1. Vẻ đường cao AH. Do AM = AC nên CH =HM -— 
,.tanB AH AH CH 1 
Do đó = : = =—. 
tanC BH CH BH 3 
€OSŒ + SInœ 


Đen SỐ ca ác TYU oN : 
2. Chia cả tử và mầu của ————————cho sin œ #0, ta được: 
€oSơ - sinœ 


coSœ 
€osữ+SÌinơ _sing _ _€0tơ+l 2+1_ 
Cosơ—sSing C0§Ơ _¡ _c0tdg+l 9-1 - 
sSinơœ 
3. Gọi H là giao điểm của NA và DM. 
Dễ dàng chứng minh được: 
A AND = A ABM (c.g.c) nên Ẩi =Âà, 


=> đi 
§ AHLDM. cosMAN =——. 
uy ra COS AM 


3. 


Đặt AB = AD = 2a. Ta tính được AM = AN = a5. 
Từ AD? - AH.AN,ta tính được AH =-“Ê'do đó 


v5 

——. AH 4a 4 

cosMAN = NT =-T:(avŠ) = c. ã 
4. Kẻ DH// AC, EK / AB. 
Đặt DH = x, EK = y thì AC = 3x. 
AK=2x. AB= 3y, AH =2y. H hị 
Xét AAHD vuông tại H: x”+4y” =100. 
D E c 


XétAAEK vuông tại K: 4x” +y” =225. 
Suy ra 5(x? +y?)=325. Từ đó x°+y =65. 
Chú ý rằng BH = y, ta tính được BD = V65.nên BC =3/65 cm. 


5. Kẻ đường kính AD. 
Ta có ABC =ADC (hai góc nội tiếp cùng 
chắn một cung), ACD =900 (góc nội tiếp 
chắn nửa đường tròn). 
Vậy A AHB ~ AACD (g.g) 

AH AB 5 8 
TH = TY“ SH R.=12(em) 
Bán kính của đường tròn (O) bằng 12cm. 
Chú ý: Nếu điểm H nằm ngoài cạnh BC, ta vẫn có R = 12 em 

6. Đặt AM = x, MI =IN = y (0 <x, y < 13). 
Từ x + y = 13 và x(x + 2y) = 122, ta tính được x = 18 (loại), x = 8. 
Đáp số: AM = 8cm. 


7. A AEB có EI là đường phân giác nên CỐ „ 1À _ 


EB IB_ 
OA BA 1 R 
AAOK ~AAEB(gg) nên ~— =-—— =3.Do đó OK =—OA =—. 
kh 3G Nuuớn 3 3 
Vậy DK=SR. 


8. Nếu BAC < 90° thì H thuộc tia AC (hình a,b) 


ABH = ACR. 


= AD = AB. Ta lại có sđ AD + sđ AE = 180° nên sđ AD =sđ AE = 9°, do 
đó,ABR = 45°, BAH = 45".Ta có BAC = BAH = 45". 
„4 Tu 


Nếu BAC > 90° thì II thuộc tia đối của tia AB (hình c). Bạn đọc tự ~ 


minh rằng khi đó sđAD -sđAE=90°. ABH=45°". BAH =45°.Do đó 
BÁC = 1800 ~ BẠH = 138" Ạ 
9. Có hai đáp số: Â =60"hoặc Â = 120". 
10. a. BH = h.cotB, CH =h.cotC hq 
:> BC = BH +CH = h(eot B + cotC). 
l« “. ca 
"- cotB5 - B H C B M ÚC 
®#————————>—>2I(em) a) b) 


11918+0,7002_ 1,892 


b. Đặt MAH = ø. Ta có BH = hcotB, CH = hcotC. MH = htanơ, 
H-CH =(BM +MH) -(CM - MH) =-2MH 
=> heotB = hcotC =2htanơ 
cot B—cotC 


2g ==(bifrn-- iu 2 =0,2006 
z>œ11991'. 
11. Kẻ AHLBC. 
Đặt AH = BH = x. 
Ta có: 
HC = AH.tan60° =xV3 Fuế 4 SE. 


Do BH + HC = BC nên x+xV3 =4,suy Ta x= "`... 
an 
Từ đó AB = x2 =2( V6 - 2)cm, AC = 2x = 4(V3 - 1)em. 
12. Kẻ BHL AC. Ta có AH = 14cm, BH = AB.sin60° ag.XÔ =14V3. 


HC =21, BC? = BH? + HC? =588 +441=1029. Từ đó BC =7/21 cm. 
13. Đặt DK = IC = x thì KI=MK =xV32. Từ DK + KI + IC = DC suy ra 


1 
x(2+ 9) =1, do đó x= : 
: . ~ 


cân bị cắt đi bằng: 2x? =9.————— K—=nB- 2J2(am? 
_ tư 3+22 kuới 


^ E F B 


Tổng diện tích của bốn tam giác vuông 


N G 


M H 


l2 DXKxj2l X C 
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14. Đặt DE = AE = x, DF = AF = y. Kẻ DI LAB, DK LAC. Ta tính được 
BI = 10,DI=10./3, từ đó áp dụng định lí Py-ta-go vào A DIE vuông ta 
tính được x = 28. 

Bằng cách tương tự, ta tính được y = 35. Biết AE = 28, AF = 35 và 
EAF = 609, ta tính được EF =7 21. 


15. Ta có: DAN = DAM, NAB = MAC theo ví dụ 6 ta có: 


BN cAN _.„.BM c.AM 
KG mm BÌNG ` NE- 6 SH DẠN vế 
BN BM _c? A 
Nhân từn 
ân g về (1) với (2): —— MẸ NG “Đ 
2 
Do BM=MC nên _ e b 
NC b 
16. Đáp số: 2a?(2 + 1). 
17. Lần lượt tính: B NDM € 


MA? +MA?, =4R?,MA) + MA?, =4R?,...MA?, + MA?, =4R? 
Đáp số: 40R? 

18. (hình a). Gọi H, I là giao điểm của OE, DE với BC. 
Ta có: OH =HE =À =B, =45° 


Nên IH= HE=E, BI=BH- IH=R⁄S_R_R( 


b) 


Trước hết tính diện tích A KBI (hình b). 
Gọi đường cao KK"' = h. Ta có BK'+K'I= BI nên hà h =8 -1U). 


3 
2 
Từ đó tính được h - Bí —1Ẻ,Sgø =T_(9~6v8),cuối cùng diện 


j"n >. = = “T@-öJ8 _.. 9). 


12. Gọi S là diện tích hình giới hạn bởi các cung OA, 
ÓOB, AB. Diện tích nảy bằng hiệu của ba lần diện 


tích hình quạt 60'bán kính R và hai lần diện tích 
tam giác đều AOB. Ta tính được S= ề (x- 3). Ñ 


2 2 
Hãy chứng minh T—-  œ-v8) >0. 
E 


20. Cung AB của (O') chia hình tròn (O) thành hai phần có diện tích S¡, S; 

bằng nhau như hình vẽ. Kẻ đường kính AOC. Ta 
thấy: 
- Đường kính AOC cắt cung AB của (O)) tại 
một điểm D khác A và B (vì nếu đường kính AC 
chỉ cắt cũng AB đó tại A hoặc cắt cung AB đó 
tại A và B thì S, z8,). 


- Điểm O thuộc đoạn thắng AD, vì nếu trái lại 
thì qua Ó có thể kẻ được một đường kính không 
cắt (O') dẫn tới S, <8,. Kí hiệu / là độ dài cung, ta có 

1B =l + la > AO +0D+ DB > AO+OB=2R. 

21. Gọi R, r theo thứ tự là bán kính của đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp 
AABC. Ta có: 2S=(a+b+c)r,mà a+b+c<6R nên 2§ < 6Rr. (1). 
Mặt khác S, + S; >2./S,S, =2vxR?.nr? =2nRr > 6Rr. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra 2S<8, +8,. (2) 


22. Gọi A là tâm của đường chứa cung BC. Ạ 
Ta có BE =anên AC=-'—- 
v2 
Ta tính được diện tích của viến phân B VN l Rau c 
_ 2 
bằng S= =ứ -?). HH 


b. Gọi PẩN là hình vuông nội tiếp viên phân, gọi x là cạnh của hình 
vuông. Kẻ AI _LBC, cắt GH ở K.Xét AAKG vuông ta có: 
AK? +KG? =AG? 
=G+9 +? =CỶ 
(chú ý AG = AC) 


Rút gọn được 5x” + 4ax—a? =0. Vậy x =5: 


AB( : 


23. 


24. 


25. 


26. 


â 


Fụ 


Gọi O là tâm của đường tròn chứa cung BC, MNPQ là hình vuông nội 

tiếp viên phân. Dễ thấy BM = MN = NC = 2(cm). Do đó A BMQ vuông 

cân, B=45°. 

AQMC vuông nên QC? =QM” +MC” =4+ 16 =20, suy ra 

QC = 35. Góc nội tiếp B =45° nên góc góc ở tâm GOQ =901. 

ACOQ vuông cân nên OC =- — ⁄10(cm). 

Gọi I, K, M là tiếp điểm của đường tròn (O) trên BC, AB, AD, r là bán 

kính của đường tròn (O). 

Đặt CH = CI = x, DH = DM = y, BI = BK = t, AK = AM = z. Ta tính 

được AD = 22cm. 

ABCD là tứ giác nội tiếp nên 8, + Ô, = 909, từ đó 8, = HOD. 

Ta có AEBO ~ AHOD (gg) ===r” =yt - 
T 


Tương tự r” =xz. Suy ra xz =yt. 


22-y. 
Từ đó ta được 11x = 9y. Ta lại có x + y = 26. 
Ta tính được x = 11,7 và y = 14,3. 
Đáp số HC = 11,7em, HD = 14,3cm. 


AOD =120° — ACD = 601. 


h3 


AAHC có HC = hcot60° St 


Do HC bằng đường trung bình của hình thang nên diện tích hình thang 
„- h8 1 

băng ... 

Gọi I là giao điểm của AD và BC. 

Đặt MN = x > 0. Ta có Ñ: = (cùng bằng ÍAB) 


AJAB ~ AINM(gg) = 4® =(Êÿ 
Ông X 


AIDC ~AINM(gsg) = ŠI®* = (Py 

Ông X 
Đặt S là diện tích mỗi tứ giác ABNM, CDMN. 
Ta có: 


a2? +b? - Gụap +Ổïep - (Ônm —8) + (Ônm +8) _ 2 Suy ra x = |2 co” 
8 Sim SìyM 2 


27. a. gọi r là bán kính đường tròn (O›). E là tiếp điểm của tiếp tuyến d với 
dương tròn này. Từ O; kẻ đường thăng song song với d nó căt OB và 
€)¡C theo thứ tự tại B` và C`. 


Vậy BC=O,C'= J(6 + r)” —(6—r)? = V94r =2 6r, 
ER =O,B'= V(3+r)? —(3—r)? = V12r =92V3r 
nếp: BC = B!C'=9(V6r + V3r) =9/r(V6 + V3) (1) 


I)ể dàng chứng minh được 


BC = JJ(6 +3)? ~(6—3)? = V2 
lũ(1) và (2) suy ra 


*) 


h “ 
N2 sĐV 


VÌ - = = 
(6+ v3) võ +v3 
lba) 
l ~x=l(cm) 
(vVB v3) 


D)ịcn tích hình giới hạn bởi 3 đường tròn trên và đường thăng d là hiệu 
pira diện tích của tứ giác BOOIC với tông diện tích hai quạt tròn và diện 
tíc1 đường tròn (O;). Vì BOOIC là hình thang vuông (vì OB Ld. 
OC Ld= OB//OIC và B=1v) 


lÔ) } § 
_ LÊ 1” (BƠ -3*Š 6 J5 =27/2(cm”) x 38,2 
w3.)00130 7 „_ Đo ớy #6 2/0580" _ „. 3 
Š nam —¬=— =Ñ.ñ9(emˆ” ):5 aag) = ¬=— =22,1(em'). 
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(D dàng tính được sinÔ, ~s- =0,9427= Õ, =70°30' mà 


Ôi + Ö =1800 «3 Ô = 1800 ~Õ, =1809 —70930' = 109930!) 
6 
8u. =1r?~3,14. ~83,14(cem?) ~ 3,1(em?) . 
6) 3.22 (cm”) ) 
Vậy S ~= 38,2 — (8,59 + 22,1) + 3,14 = 4,2(em”?). 
a, 9E.L.CI vì CI là tiếp tuyến của đường tròn (O), E là tiếp điểm. 
AP LCI(vì ADC =1v (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn), suy ra AD // OE. 


b. Ha tam giác vuông OEC và AIC có góc nhọn C chung, vậy A OEC ~A IAC, 
OBE EC 


UP ER T2 TS? AI.EC = OE.AC = a.4a = 4a”. 


_28. 


c. A AEC ~ AEBC (Ã=Ẽ, Ê chung) tỉ số đồng dạng K.<< mà 


EU = VOC? ~ OR? =V9a? ~a? =ax8 nên kế _Ố Ã số. 
a 
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““d. Diện tích hình phải tìm là hiệu diện tích giữa tam giác vuông OEC và 
diện tích quạt tròn OEB. 
sinÔ=-Â' = „0,3334 
3a 3 


=Ê=19930' = EOB =70930' 


2 
luệi? 24 NH 
7) 2 
S _ xa”.7030' _ 4,7ma? 
XM”- gu" m” ^^ Ö B C 
Ẫ gu 4,7na? _ a? 
5 =Bàogc — Ö,(opg) =3 2- TT EHEB sa (24/2 —4,7m) 


29.a. AAOB = ACBO (c.c.c) (AB = BC, AO = OC, OB chung), suy ra 
Â =Ê =1v hay BC LOC điểm C nằm trên đường tròn. 
Vậy BC là tiêp tuyên của đường tròn (O). 

b. Ta có OA = OC = AB = 5cm, và C =lv, vậy OABC là hình vuông (hình 
thoi có l góc vuông). l 

c. Diện tích hình giới hạn bởi hai đường tròn (O) và (B) là tông diện tích hai 
hình tròn đi hai lân diện tích hình viên phân AEC. 
So = x.r” mà S(¿ = 8,;; (vì bán kính của chúng bằng nhau) nên S,„, = z.rẺ. 


Diện tích hình viên phân AEC là: F 
Stasc) = Š (oac) —Ôoạc 
xr”.90” _ mrẺ r? 
NAY So. xé 
1n? r? 
ưNGH 
Vậy diện tích hình phải tìm là: 8 = S(¿ + 8q — 26x); 
2 2 2 2 2 2 2 

§=âm® 2E va “HE 2. g „SE VỀ DỄ quy øy 

4 9 2 4.9 4 


d. A BEC ~ A BCF (B chung, Ê = ECB (góc nội tiếp và góc giữa một tỉa tiếp 
tuyến và một dây đi qua tiếp điểm cùng chắn cung EC)), Suy ra 


Đề _ BC _.. pƑ =BC? =8? =25. Vậy tích BE.BF không đổi. 


36.a. Ê~ŠC_ 5À _ 5B _5Ố BÀ. 

138 18 5 13 18 

Tum UY de  ufn coˆn Jới. s : 

nh ti g5 {2 cS CC CIÊU ĐA _ BẠN GD CĂN BA =95" 
5 18 18 5+3+18 36 36 


TY z : 
=>Â 4901,B =95,Ô = 65°. Vậy A ABC là tam giác vuông tại A. 


Ậ MP” 
5, Ẳ 


Áp dụng tính chất của dãy tỉ số bằng 


b. AAIC, A=lv (góc nội tiếp chăn 
nửa đường tròn); 1=45" (góc nội g 
tiếp chăn cung AC). 
=> A AIC tam giác vuông cân 

c. Ta có: BCQ + QCA + ÁCI = BCI; 

BCQ + CQH =1v,ÁCI + AIC = 1v. 
Suy ra AIC =CQH:BCQ = ACI. M 
Giả sử CZ là phân giác của góc BCI,vậy BCZ=ZCI mà BGQ = ACI, 
trừ về với về của hai đẳng thức này ta có: 
BCZ - BCQ = ZCI - ACI;QCZ = ZGA 
Vậy CZ. cũng là phân giá của góc ACQ. 
đ. AACE và AMIA có Ê =] (góc nội tiếp chắn cùng một cung) 
ACE = 180° -65° =115° 
[AM =90° + CAH = 900 + (909 — 659) = 900 + 2ã" = 115" 


Suy ra AGE =IAM. Vậy A ACE ~ AMIA. 
e. Gọi diện tích hình viên phân tạo bởi cung nhỏ AC và dây AC là S, thì 
xOCŒ?.90°_ xOC? h b 
3= ĐoAc) —Š;oAc 3Š (oAc) zĩ.: ung: mà OC = v8 
b 
T( )W 2 2 2 # 2 
2 m.b b nh bí b 
.. “S”! ĐaoAc = cá ca)! 2=— "LÊN SE HE -uờê. 
Tàn nh na # 
b. IB =IN  ABIN là tam giác cân. 
ÃX .` "rể 4 
XƯƠNG: TUAN (góc I là góc có 
đỉnh nằm ngoài đường tròn) mả 
C 


sdAB =120°,sdÐC =609 =Ï=30°. p 
= — 0 _ 0 
Vậy MBD =-BNI= _—— =TBP, mì 


ABMD có Ñ = .s 60 _ano 


MBD =75" = fBB ='75°, vậy BMD là tam giác cân. 
c. ANAB ~ ANMC (B =Š;Â =M (góc nội tiếp cùng chắn một cung)) 
_„ NA _ NB 


NÀ - NỀ và NÀ.NC =NM.NB, 
SN“ NG vã 
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d. Diện tích ba hình viên phân giới hạn bởi đường tròn (O) và A ABC là 
hiệu diện tích giữa hình tròn (O) và diện tích A ABC. 


Sụo = RR? = S,pc = -BK v3 -ẺY“Ý” (vì AABC đều có cạnh bằng R3 và dễ 


dàng chứng minh được tông cao của nó là RV3(V3: 4) 


Do đó S=z.R? — KT (4xz~3./8) =9(4x ~3/3)(cm?) 


32.a. Ta có BD? = BC? +CD? =(b/2)? + b? =3b?  BD = b/3 
Sử dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ta có: 
AB? = ~BN.BD= BN= TU =- T=— b 
b/3 v3 


b. Hai tam giác vuông RNM và BCD có M=Ũ (hai góc có cùng một phần 
phụ là MBN), suy ra ABNM~ ABCD 
_BN _BM 

BC BD 
by bằng số ta có: 
3. BM _ pụy_ bố b _bý2 
bị2 ba bj2 V2 2 
Mà BC =b./2, điểm M nằm trên tia BC. Vậy M là trung điểm của BC. 

c. Ñ=1v,Š=1v=Ñ + =3vnên DNMC là tứ giác nội tiếp. 

d. DM là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tứ giác DNMC. Dễ dàng 
chứng minh được MA = MD. 


P 2 
Trong tam giác vuông ABM: AM? =BM? + AB? = () +b?= ˆ 
AM -bÉ - MD= c . Vậy bán kính của đường tròn là R = Đế, 
Diện s, của hình tròn - tiếp tứ giác DNMC là: 
2 2 
S=xR? =§= xiềy —== h QU 


33. a. Trong tam giác vuông MDC, CD = a, CM = 2a (vì điểm M nằm trên 
đường tròn (C; CA) hay (C; 2a)) cosMCD = = = m MCD = 60° 


K. 0 
A ACM là tam giác cân (CA = CM)= Â = Ñ] = can =300 


Trong tam giác vuông AKC, Ä =30°= Kc-—^ hay KC = BC. mà 


BC = CD = a nên BKD là tam giác vuông tại K hay BK L DK nên DẾ là 
tiếp tuyến của đường tròn (B; AB). 

b. AACM là tam giác cân (chứng minh trên) mà CKLAM =>KA = KM. 
Trong tam giác vuông DAM, DK là trung tuyến =>KD = KM và 
M--60" (vì M+ Â =90°). Vậy DKM là tam giác đều. 

Dây cung MN L AE nên DM = DN = AM = AN mà Â =60" «» AMN là 
tam giác đều. KM = KA (chứng mình trên) và DM = DN = KD là dường 
trung bình của VAMN -›DK//AN. 

c. Học sinh tự chứng minh. 

d. Diện tích hình phải tìm là phần gạch 
soc trên hình băng diện tích hình tròn 
(C: 2a) cộng với diện tích hai hình 
viên phân do hình tròn (B: a) và hình 
tròn ngoại tiếp tứ giác KMDC gọi là 
dường tròn (O: a) (thỉnh tròn này 
cũng có bán kính là a) trừ hai làn 
điện tích hình tròn (B;: a). 


Su =ma”. Hình viên phân do hai cung AC của hai dường 


= 4na”;Bo 


tròn (B; O) và (O; a). Hai hình viên phân này đều bằng nhau (vì bán kính 
hai đường tròn băng nhau và hai cung băng nhau). 


Ề na?.60 ma? — SG d/8 „ xa? n°jd 

S Nghci F _ ¬g (RhU =60”):  Öuyuc = = nên 8, "tt + 
3 ¬ 2 2 3 

Do đó 8= 4ma? ST -Ế, sua =4na? — =Ê- (4x33) 


34.a. Bvà CAD cùng có phần phụ là È nên =ŒAD, AMC=B+ BAM 
(góc ngoài tại đỉnh M của A ABM). 
MAC =€AD + MAD mà BAM = MAD (giả thiết) Suy ra AMC = MAC. 
Vậy A ACM là tam giác cân. 
b. Vì ADM =60° nên D nằm trên (O). Vì AM là tia phân giác nên nó nằm 
giữa các tia AB, AD. 
Suy ra M nằm giữa B. D hay trên 
đường thắng MD, B nằm ngoài dây 
MD. Vậy B nằm ngoài (O) mà 
BAM < 90°nên BA không tiếp xúc 
với (O). Suy ra BA cất (O) tại điểm 
thứ hai N. “— 


^ 


œ 

< 
si 
5 


c. MNA = 1v (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) hay MN L AB, BAC = Iv 
hay AC L1 AB—=MN // AC suy ra tứ giác ACMN là hình thang vuông. 
d. Gọi O là tâm đường tròn đường kính AM, A ACM là tam giác cân đỉnh C, 
30° 


nên CO L AM và CO là đường phân giác của Ê, vậy ACÒ = ¬~ 150, 


Trong tam giác vuông AOC thì 
OA = ACsin ÄCO, OA =12sin15°. Vậy diện 
tích hình tròn (O) là: 

S(oy = T.OA? = m.(12sin 159)? = 144msin? 159 
~ 81,65(cm?) = 31,7(cm?). 

35. a. Do hình thang có trục đối xứng là đường 
thăng IK (1, K lân lượt là trung điểm của AB, 
DC) ta có AC đối xứng với BD và giao điểm 
O năm trên trục đôi xứng IK. 

Vậy AOAD đối xứng với A OBC qua IK, và bằng nhau. 

b. Từ B kẻ BE // AD (E nằm trên cạnh DC). Ta có tứ giác ABED là hình 

bình hành nên AB = DE = 5cm, AD = AE mà AD = BC = BE = BC mà 
Õ =60° = A EBC là tam giác đều, nên EC =7 ~5 = 2(cm). 

Do đó AD = BD = 2(cm). Kẻ đường cao BH của A EBC, HE = HC = Iem 
nên DH = 5 + I =6 (cm), BH = V3 (cm). 

Áp dụng định lí Pitago vào A BDH: DB? = DH? + BH? 

= DB? =6? + (V3)? = 39,DB = 39 ~6,2(em) nên AC = 6,25cm. 

c. Ta biết =60° = AC =1201. Đường chéo AC trương cung 120°, vậy 
DAC là tam giác đều nội tiếp đường tròn. Nếu gọi R là bán kính đường 
tròn ngoại tiếp hình thang ABCD là: S=x CC ~40,8(em?)  41(cm?) 

36. a. MA = MB (định lí) vậy A MAB là tam giác cân. 
Ta có OA .L MA và OB L MB (định lí) 
Tứ giác MAOB có: 

Â =909, =909,Ñ =120° (gt) 
=Ô(nhỏ) =60°,dây AB trương 
cung bằng 60° nên AB = R. 


F3 tại H, HA=“= 


Ạ 


,MH= 


R MA 
2 


V: MAH =30" (trong tam giác vuông cạnh đối diện với góc 30"bằng 
à : _ Am... .ẽ `. .‹... 
nưa cạnh huyền). Đặt MA = x ta có: x =G? =(—) ..° Lớp TỊ 


Si 
`“ `“... Vậy MA = Mp- , 


b. Phần hình tròn nằm trong A MAB chính là hình viên điều tạo bởi cung 
AB và dây cung AB. 
H mxR”.60 mR 
S=85 = SaoAp?,(oAn) = —860_ = 6 
RVBÐ , . nR R7V3 RỂ 
Xe XE hơn S= TT TT =T (0n x—3/3) 
c. Hai tam giác vuông AND và BNE có NAD =MBN nên AAND ~A BNE; 


bế = _—-s ,ABND ~ AANF (vì hai tam giác vuông có NBD = NAF) 


AN _ NF ND NF 
—==——: lừ(I 2 —==_— 
SUy TA: BN ND ừ (1) và (2) suy ra NE ND 


q(OAB) 


=NP? =NE.NF : 
37. a. Đặt BE = x thể thì DE = 2R~x N 
Ee A vuông BAD ta có: Ð m1 P 
E =x(2R-—x) D 
=9=x(2R-x) \ 4⁄4 
=x?-10x+9=0. C 
Từ đó được BE = I và ED =9. 
b. Trong A vuông ABD ta có AB? =2R.BE=10 và AB = BC = V10 
AD? =2R.ED =10.9 và AD =CD =3/10. 
Nên chu vi ABCD = 2(V10 +3 10) =810 
FG_ R 65 „1 


b D~ AFGD nên —=—— =——=8-— L 
c.AAC F BỀN TỐ mpết 5 8. em 


38. Gọi H là giao điểm của AB và CD. A OHB vuông nên 
OB” =OH? + HB? = R? =(R-6)? +12” = R = 15(cm). 
39. Kẻ OH và O'K vuông góc với MN. Ta có AAOH = AO'AK (cạnh 
huyền — góc nhọn) nên OH = AK. Đáp số AM? + AN? =4R°. 


Ẫ 
\\ 
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40. a. Các tứ giác O,BO,I,O,IO,A. là hình thoi 
=> 0,B//1O,,O,B =IO,,IO, //O,A, 

1O; =O,A >0,B//0,A,O,B=O,A 
=>O,BAO, là hình bình hành 

> AB=O,0,,AB//0,O,. 

Chứng minh tương tự BC =O,O,,CA =O,O,. 
Vậy A ABC = AO,O,O, (c.c.c). 

b. Tacó AI 1 O,O, mà O,O,// BC nên AI LBC. 
Chứng minh tương tự BI L AC. 

Vậy [ là trực tâm của A ABC. 

41. Ta có AOD= €OD (cùng bằng ADO) nên AOHD = AOCD (c.p.c). Từ 
đó OHD =ÓCD = 901. Suy ra DH là tiếp tuyến của đường tròn (O). 

42. OO' căt AB, BC theo 
thứ tự ở IM. Ta có 
IM là đường trung 
bình của A ABC nên 
IM / AC. Ta lại có 
OA = OfC (cùng băng 
OB). Do đó ACOO' 
là hình thang cân. 

43. a. Trước hết tính BC, được 23 cm. Kẻ đường kính BOD thì C. A. D 

1 1 1 


thắng hàng. Tính BA theo công thức BA “BP + hBŒ được BA = 3cm. 


Từ đó AC = V3cm. 
b. Dễ dàng tính được BC = 24cm. Vẽ O"K L AC, ta có: 

› Ô”É 6G, 5B Ủố 
AO*KC ~ ACAB (gg). Suy ra CB ZAB => 24 182 


Tương tự R =l6cm. 


44. Gọi x là bán kính của đường tròn (O;›). Kí hiệu như trên hình vẽ. Từ các 


tam giáoxđồng dạng ta có: Š~8 = Đ—X_ Từ đó x = vab. 


R ụ x+a xX+b 
a7” 


M 


45. a. Theo tính chất góc ngoài của 
tam giác: Ô, =2B,Õ" =9, mà 
Ô, +" =180° nên B+Ê=901, 
suy ra K=90 Ta lại có 
Ô =Ê =90"nên tứ giác ADKE là 
hình chữ nhật. 

b. Â¡ + Âz =¡ + Ô¿ =900 nên KA LBC. 
Vậy AK là tiếp tuyến chung của (O) và (O'). 

c. Ñị +Ê¡ =Ê+ EKA =90° nên MK L DE. 

46. a. Do tính đối xứng nên BD LOO', CE.LOO'BD // CE =BDEC là 
hình thang. Do tính đối xứng nên ẾBD=EDB, do đó BDEC là hình 
thang cân. 

b. Kẻ tiếp tuyến chung tại A cắt BC, DE 
ởM,N. 

Ta có MN=2AM=BC=2VRr (dễ 
chứng minh, chăng hạn xem ví dụ 
20). Kẻ đường cao CH của hình 
thang, CH căt OB tại K. 

Xét A BKC vuông: 


BC? = KC.HC => 4Rr =(R+r).HC  HC= m : 
+rểr 


Chú ý rằng MN là đường trung bình của hình thang BDEC nên 


4Rr 8RrVRr 
S5 =MN.CH =2R.r. =—.- 
BI XƯƠNG “Nà R+r 


47.a. AB=92Vr. 
b. Gọi H là tiếp điểm của đường tròn (I; x) với AB. 
Xét hai trường hợp: 
+ H thuộc đoạn AB. Theo các tính ở câu a, HA =2Rx,HB =9rx. 


sự 
; Ð 


AP : 


Ta có HA +HB= AB—.2V/Rx + 2Vrx =2. 


Rr 

(VR +)? ` 

Thay số x = 4. Vậy IH = 4cm. 
+ H thuộc tia đối của tia BA (H ở 
vị trí Hˆ trên hình vẽ). Khi đó ta có 
H'IA-H'B=AB. Ta tính được 
I'H' = 36cm. 

48. Gọi ABCD là hình thang cân (AB // CD), 
tiếp điểm của hai đường tròn (O) và (O') là 
E. Gọi tiếp điểm của (O)) với AB, AD là 
M, H. Gọi tiếp điểm của (O) với CD, AD 
là N, K. Tiếp tuyến chung tại E cắt AD ở I. 
Xét A O°AI vuông 
O'H? =IH.HA  4=4HA = HA = 1cm. 
Suy ra AM = Icm. 

. tự, DN = DK = 16cm. 
=(AM+DN).MN =340(cmˆ). 

49. a. “Gọi K là tiếp điểm của hai đường tròn. Ta 
có A, O, O°, K thẳng hàng. Kẻ tiếp 9tuyến 
chung tại K cắt AB, AC ởD, E. Ta có 
AADE đều, O' là giao điểm của các đường 
phân giác nên cũng là giao điểm của các 
đường trung trực. Suy ra M, N là trung 
điểmcủa AD, AE. Ta lại có O là trung điểm 
của AK nên M, O, N thăng hàng. 

b. O'K= SAK » ¬ 

50.Vẽ tiếp tuyến chung của hai đường trònO'K =O'"M =(AD + AE - DE): 9 
Đáp số: 2R( V2 - 1). 

51. Do tính đối xứng nên CD L AB, EF L AB. Ta có AE = EAB (cùng bằng 
Ø'EA BÀ ) nên EC = EI Suy ra Ô =Ì, lại có Ô; =Ï:nên Ô; = Ô;, Điểm I là 
giao điểm của các đường, pahan giác các góc B và C của A BCD nên là 
tâm của đường tròn nội tiếp tam giác đó. 


Từ đó ta tính được x = 


52. Gọi A, B, C là tâm của các đường tròn bán kính R đã cho, O là tâm của 
thàng ° ở tiếp xúc với ba đường tròn trên. O là tâm của A ABC đêu, 


OA= Xét hai trường hợp: 


5 
+ Ba đường tròn đã cho tiếp xúc trong với đường tròn (O; Rị). Khi đó 
R,=OA +r. 
+ Ba đường tròn đã cho tiếp xúc ngoài với đường tròn (O;R;). Khi đó 
R,=OA -r. Đáp số: R, = Ăn "= KỆ _ 
53. Kẻ IC I Am, KD LBn, DK căt Am tại E. Kẻ IH L AB, IH căt DE tại M. 
Fa có: IK? - MK? =IMử. (1) 
Ta lại có IK = x + y, 
MK =2R-x- y,IM =CE = AC - BD 
=9/Rx -2Ry 
(công thức tính đoạn tiếp tuyến chung). 
=2/R(4x- jy). 
Thay vào (1) được 
(x+y)*~(@R~x— y)? =4R(Vx - \{y)? sử đường tròn (1) tiếp xúc với (O) 
tại K và tiếp xúc với AB tại H. Tiếp tuyến 


© 2R(2x + 2y - 2R) = 4R(x + y -9jxy) E _ 8 
©œx+y-R=x+y-2xy ©R=2/xy. 
54. Giả tuyến của đường tròn (I) tại K cắt K 
OA ờM, cắt HI ở E. Ta có MK = MH, 
MA —H '©) B 


A MHE = A MKO (g.c.g) 

=HE = KO = OC. Suy ra tứ giác 

HOCE là hình chữ nhật, CE 1L CO. Do 

đó đường thẳng CE trung với đường E 

thăng d. 

Dễ thấy IE = IO.Vậy I cách đều d và O. 
„ Gọi x là bán kính của đường tròn (D). 

Kẻ DH LOE. 

Ta có OD? —OH? =CD? —CH? 


nên (R—x)}? -G+ x)? -G-x# 


Từ đó 'Tn tìm được = m- 
56. Gọi K là trung điểm của AC. 2x) 
Kẻ] B. Dễ thấy OK = 4cm. lÌ 
à/bán kính của (I). A K COH 
A 47 


+1); R 


5 


tn 


e^ 


Sĩ. 


s8. 


59. 


Đặt OH = y. Ta có: IH? = OI-OH? >x? =(6—x)? -y°(1) 

IH? =IK? -KH?. Ta có: KH =4 + y (nếu O thuộc đoạn KH). 

KH =4-y (nếu H nằm giữa K và O). 

Do đó x? =(x+2)? -(4+y)?. (2) 

Từ (1) và (2) ta có: (6-x)*—y? =(x+2)?—(4+y}. Từ đó y=2x—6 
hoặc y=6-2x. Thay vào (1) và rút gọn được 4x(x -3) =0. Suy ra x = 3 
(và do đó y = 0). 

Đáp số: 3 cm. 

Tâm O của đường tròn ngoại tiếp 
AABC là trung điểm của BC. Gọi x là 
bán kính của (O'), ta có OO'=5—x. Kẻ 
OD, O'K vuông góc với AC; OE, O'I 
vuông góc với AB. Dễ dàng tính được 
OD = 3cm, OE = 4cm.OE cắt O'K tại H. 
Ta có: 

OH =OE-EH =4—-O'I=4-x;O'H =O'K - HK =x-OD =x-3. 
Xét AOO'H vuông có (4- x)” +(x—3)? = (5 —x)?. Suy ra x = 4. 


Ta có BC = CD = DE. Kẻ OH, O'K 
vuông góc với BE, O°M vuông góc với 
OH. Đặt CH = DK = x thì CD = 2x, 
O°M =HK =4x, 

OM=OH-MH =OH-O'K 
=v81—x? -9—xỀ. 


Từ OM? +O'M? =OO? ta có: 
(V81—x? ~\9—x?)? +16x? =144. 
Rút gọn ta được 7x? ~897 =|729—90x? +x*. Bình phương hai về (với 
x?> = rồi rút gọn được 48x?(x? -6)=0. Suy ra x= V6. 


Đáp số: BC = CD = DE = 26cm. 
Gọi R và là bán kính của các đường tròn (O) và (O'). Kẻ O°H.LO°D. Ta 
có R~r =OH,R +r = O'K. Tính OH được 16cm, O°K = 60cm. 
Từ đó tính được R = 38cm, r = 22cm. 
^ 


_ 
c-) 


60. a.A AOM~A BMO\(g.g). Chú ý rằng: AOM = BMO' (do cùng phụ với OMA). 

b. Tá có MO LAE, MO' L BE, mà MO L MO' (tia phân giác của hai góc kể 
bu) nên AE 1 BE. 

e. Gọi [ là giao điểm của OM và AE. Trước hết ta chứng minh rằng hai tam 
giác OIN và OMO' đồng dạng. Thật vậy, hai tam giác AOM và BMO' 
đóng dạng (câu a) có AI và BK là các đường cao tương ứng nên 

_ĐI _ MK OI_IN 


SM “Na Ta lại có MK = IN nên DM“MO: MÔ” 


Suy ra AOIN~ AOMO' (c.g.c). Do đó ION =MOO'. 
Vậy O,N, O' thắng hàng. 

. Gọi R, r lần lượt là bán kính của 
(O). (O'). Do tính đối xứng nên 
hình qua đường nối tâm OO), ta 
có AB và CD cùng vuông góc với 
OO' nên AB // CD. Gọi H, K 
theo thứ tự là giao điểm của AB, 
CD với OO'` 


Ta có AH =RsinAOH, mà sin AOH = sin EOO'= —.; nên AH= 


6 


— 


Tư 
OO' 
Tương tự CK “gọ: Suy ra AH =CK, do đó AB = CD. Từ đó dễ dàng 


chứng minh được ABDC là hình chữ nhật. 
. Kẻ OI L AB, ON L DE. Đặt DA = a, DB = b, DC = c. 


Ta có rẻ = DÉ + DN? = QỶ + cy 


6 


Là 


=ON? +NC? =C ^¿ tụy 

Do đó R? +r? ` 
suy ra a? +b?+c? =2(R? +r?). 
. Kẻ OH IL AB, OK LCD. 

Ta có: OH? + HA? =OK? + KP? nên 

OH? -OKR? = KD? - HA? =12? ~5? =119. 
Nếu O nằm giữa H và K thì: 

OH +OK =HK =7, 

do đó OH —OK =119: 7 =17, vô lí. 

Vậy O nằm ngoài đoạn thẳng HK và OH—OK = HK =7. 
Suy ra OH + OK = 119:7= 17. 

Từ OH +OK = 17 và OH—-OK =7, ta tính được OK = 5cm. 
Bán kính của đường tròn (O) bằng 13cm. 


, 


6 


œ 
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64. Gọi C là điểm chính giữa của cung AB, H là giao điểm của OC và AB. 
Ta có OC.LAB. Đặt OB = x. Áp dụng định lí Py-ta-go vào A OHB, ta 
a?+h? 
2h 
65. Ta có CD // AB = AC = 8D = AC = BD. 8 ——.Ð 


Đặt AC = BD =x thì CD=3-—2x. 
Kẻ DH, CK vuông góc với AB. ⁄ k 
Tacó HB=KA2B-CD_ 2x-1, h h 

2 HB 


2 AẠ K G6 


tính được x= 


A DAB vuông nên 
DB° = AB.HB=x" =8.“ —“=x?=8x+1=0= x=1, 
Vậy AC = BD = Iecm, do đó CD = lcm. 

AK.EK _ 10+ OK)EK 


e 
66. S„„„.= ————— 
AEK 9 2 () D E 
DC // AE AD =CE = AOD = €OB. 
Ta lại có ẤOE=OEK (do OC // EK) 
A H l®) KB 


nên AOD =OEE. 

Suy ra AOEK = A DOH (cạnh huyền và góc 

nhọn) nên EK = OH = 6cm, OK = DH = 8cm. 

Thay vào (1) được S„„„ = 4cm”. Ar 


67. AAOB =AA'OB' (c.g.c). Do Â: =30° nên A, =30°. 


Ta lại có ÃOÂ" =30° nên A"B' // AO. (1). 
Tương tự OB' // AB (2). ⁄) 
Từ (1) và (2) suy ra AIB'O là hình bình & 

B 


hành (1 là giao điểm của AB và A'B'). 
Do đó AI =OB' = OA. 
Rv3 


Đặt OA = R thì AB= Rv3,BH =—S”, BI= AB~AI=R/8 ~R = R(V3 = ). 
Gọi K là giao điểm của A'B' và BC. 
2 
: IB, [R@3-U| 4-23 „ 2-3 
Ta có: Su. Su, “CÓ ~| n Ð| _— nên Sgụ : 8ụục =——-. 


Gọi diện tích phần chung là S', ta có: 


Š Š-Sm „¡_ 8G- Ý) _ J5 1. vậy §'=(V3-1)8. 


AB 


2. Các bài toán chứng minh 


Dạng 1: Chứng mình hệ thức hình học 
Ví dụ 1: Cho hình thoi ABCD có Ầ =120”. Tia Ax tạo với tia AB góc BAx 
bằng 15” và cất tà BC tại M, cät đường thăng DC tại N. 

1 4 

TM TẠN? SAB" l 
HSG lóp 9, quận Cầu Giấy Hà Nội, 2005 — 2006 

Giải 
A B 


Chứng minh:——— 


P5 M#ứ 

Trên cạnh DC lấy điểm E sao cho DAE = 15°, suy ra NAE =90". 

:+ADAE = ABAM(g.cg)=> AE = AM. Xét tam giác EAN vuông tại A. 
_~ S0YHð seo Sa 

AE AN'” AH”` AM? AN” AH? 


Xét tam giác đều ADC, đường cao AH, ta có AH? = SAD? =TAB" @). 


đường cao AH. ta có 


Từ (1) và (2) Suy ra điều phải chứng minh. 

Ví dụ 2: Cho tam giác ABC vuông cân tại A. đường trung tuyến BM. Gọi D 
là hình chiếu của C trên BM, H là hình chiếu của D trên AC. Chứng 
minh rằng AH = 3HD. B 

Giải 
AHCD ~ AABM (g.g) mà AB = 2AM 
nên HC = 2HD. 
Đặt HD = x thì HC = 2x. 


Ta có: DH? =HM.HChay x? =HM.2x e 
:> HM =0,5x;MC =9,5x;AM =2,5x;AH =3x A 
Vậy AH = 3HD. D 


Ví dụ 3: Cho tam giác ABC có độ dài các cạnh AB, BC, CA là ba số tự 
nhiên liên tiếp tăng dần. Kẻ đường cao AH, đường trung tuyến AM. 
Chứng'minh răng HM = 2. 

Giải 
Đặt BC = athì AB=a-—1,AC=a+1. Đặt HM = x. 
Ta thấy HB=MB -MH (nếu ồ<90°,ha), 


4 
b 5 


HB=MH-~MB(nếu B >90°,h.b), 


A 
Nên HB” -[*-3) à 


2 
a 
SÌ- 
Ta có: = 


AC —HC = AB? -HB? B -HM C H B M C 
(cùng bằng AH?) nên: 


&+1ÿ'~(x+3} =(4-1Ÿ'~s~$Ì. 


Giải phương trình trên, ta được x = 2. Vậy HM = 2. 
Ví dụ 4: Chứng minh rằng tam giác ABC là tam giác vuông nếu các đường 

phân giác BD, CE cắt nhau tại I thỏa mãn BD.CE = 2BI.CI. 

Giải 
Từ giả thiết suy ra: CĐ t 
x ƒ° HD GE ñ Š ~ 
Ta sẽ tính các tỉ số —— SN... 
BD'CE B 

theo các cạnh của A ABC. s 
Đặt BC = a, AC =b, AB = c. 


BI BI AB 
Theo tính chất đ hâ TD “AD '? BI F¡ : 
eo tính chât đường phân giá có ID ẵ ĐẪU BI+ID AB+AD 


Ta tính được AD==ŠŠ đọ đồ: 
ca 


s 
BI E 1 c+a 
z2 2 
BD „ be b_ a+b+c @ 
cra ca 
CI b+a 
Tương tự ——= L 3 
“h6 MGETarb+e 6) 


Từ (1), (2), (3) ta suy ra được a? = b? +c?, do đó A ABC vuông tại A. 
Ví dụ 5: Cho tam giác ABC có Â = 1200, BC =a, AC = b, AB = c. Chứng 
minh rằng a” = bỶ + c? + be. 


Giải B 
Kẻ BH 1 AC. 
Ta có: 
a? =BH? +HCŒ? ` 
=BH? +(AH + AC}? 
Ä 2 2 ở 
=BH” + AH” +2AH.AC + AC”? H hT e 


a? =c?⁄+cb + bỂ. 
“ở Ấ 

“2é 

Ế 


Ví dụ 6: Chứng mình rằng trong một tam giác: 


a. 


a Bình phương của cạnh đối diện với góc nhọn bằng tổng các bình 
phương của hai cạnh kia trừ đi hai lần tích của một trong hai cạnh ấy với 
hình chiều của cạnh kia trên nó. 
b. Bình phương của cạnh dối diện với góc tù bằng tổng các bình phương 
của hai cạnh kia cộng với hai lần tích của một trong hai cạnh áy với hình 
chiều của cạnh kia trên nó. 

Giải : 
Xét AABC có BC =a, AC = b, AB = c. Gọi c` là hình chiêu của cạnh 
AB trên BC. Ta phải chứng minh: 
Nếu B<90"thì b? =a? +? —9ae'; 
Nếu B>90°thì b=a? +c? + Øae'. 
Nếu <90" thì b?=AH?°+HC?. Chú ý rằng nếu <90° thì 
HC =a- HB(h.a), còn nếu >90°thì HC=HB-a (h.b), cả hai trường 
hợp đều có HC? =(a~ HB)”. Do đó bẺ =(c? - HB?) + (a - HB)? 
::e? -HBẺ +a? + HB? -2a.HB =a”? +c? — 2ae'. 


b. Nếu B > 90° thì 


Ví 


bề = AH” + HC” =(ce? - HB?) + (a + HB)Ỷ 
ze? -HB? +a? + HBR? + 2a.HB =a” +c” + 2ac'. 


A A 
HÀ 
B d7 
C 
Ä..x. 8 H8-; ® 


.—+ Œ©ỔỒ B a 


dụ 7: Xét tam giác ABC vuông tại A, AB < AC, Ê=øœ<45°, đường 
trung tuyến AM. đường cao AH, MA = MB = MC = a. Chứng minh các 
công thức: 

a. sin2œ = 2sin œcosơ; 

b. 1+cos2ơ = 2cos? ơ; 

€. 1—cos39ơ = 2sin” œ. 


Giải 
Ta có sin ơ = ` 050 SG, AMH= 9d, 
5". ý! + đi Su „D 20, 
AM a” AM a ` 


AH CH_ 2AH.CH 


a. 2sinơ.cosœ =2.——.——= 


AC AC AC - 
2AHCH 2AH AH . 
=————_—- =——=sin2œ 
BC.CH 2a 
GH 2CH? 2CH CH 
tø =——=-——.(l 
ANH ục (S]- BCCH 2n Sa VÔ 
Xét 1+cos2dœ = lê TC —“—= (2) 
a a 


Từ (1) và (2) suy ra 1+ cos2œ = 2cos? ơ. 
c. Thay cos”œ bởi 1—sin?œ vào 1+ cos9œ = 2cosỶ œ, ta có: 
1+cos2ơ =2- 2sin?œ nên 2sin? œ =1— cos9ơ. 


Vĩ dụ 8: Gọi a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Đặt p= 2 ?-b + € 


1 1 2 
p-a p-b p-c a 


Chứng minh rằng nếu + ũ vã thì tam giác 
e 


đó là tam giác đều. 
Giải 
Từ giả thiết suy ra —ÌL_ „Ð +€=8 „ ọ, 1 >0; >0. Áp 
p._a 9 p—b 

£ 1 1 4 4 
dụng kết quả câu a ta có: ——— +————>——————=—. 
VHố k pa p-b 2p-(a+b) ec 
Tương tự, suy ra + E + = vã _-N 


y 
1 1 4 
—. 
p-a p-b c `. 
1 1 4 
——+——=- ©‡p-b=p-c ©a=b=c 
p-b p-c a TP 
AI Và Mu, 
pc p-a b 


Vậy ta có điều phải chứng minh. 
Ví dụ 9: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn và có độ dài 3 cạnh BC, AC, 
AB lần lượt bằng a, b, c. Chứng minh rằng: 


vaSinA +jb.SinB + Xã SinC = va + b+c)(SinA + SinB + SinC) 


Giải 


AH b Œ 
—=—--——= 
HG SinB  SinC 


Vệ a8È cao AH. Ta có SinB= ng ;SinC= 


ma... a+b+e St 

SinA SinB SinC SinA + SinB + SinC 

Vậy VaSinA + vVbSinB + VeSinC =...= (SinA + SinB + SinC).k (1) 

và (a+b +c) =(SinA + Sin B + SinC).k 

Suy ra: 

vía tb+e)(SinA +SinB+SinC) = (SinA + SinB + SinC).Vk (2) 

Từ (1) và (2) ta có đ.p.e.m. „ 
Ví dụ 10: Cho tam giác nhọn ABC có BC = a. AC = b, AB = c và nội tiệp 

đường tròn(O; R). 


>0 


Tương tự. suy ra: 


: › 8 b e 
Chứng minh rằng —“— = = = 
. v sinA sinB sinC 
Giải 


Kẻ đường kính BD. 


Ta có: BC = BDsinD=9RsinA nên —^— =9R. 
sin A 


Chứng minh tương tự = =?R, b= =ÔÂB. 
sinB sinC 
Ví dụ II: Cho nửa đường tròn đường kính BC. Các điểm M, N thuộc nửa 
đường tròn sao cho BM =MN =ÑC. Các điểm D, E thuộc đường kính 
BC sao cho BD = DE = EC. Gọi A là giao điểm của MD và NE. Chứng 
minh rằng tam giác ABC là tam giác đều. 


tê M N 
Giải =— 
Gọi O là tâm của nửa đường tròn. Đặt OB = OC = a. ⁄4 À 
Dễ thấy MOCN là hình thoi cạnh a. O 


LÒ 
Do DE // MN nên DE:MN =^~:a =5. B 

=AD=2AM= AD=2DM. 

Ta lại có DC =2DB nên AADC ~ AMDB. š 


Suy ra AC = 2MB = 2a. Tương tự AB = 2a. Vậy A ABC đều. 
Ví dụ 12: Cho tam giác nhọn ABC nội tiêp đường tròn (O), các đường cao 
AD. BE, CF cắt đường tròn (O) theo thứ tự ở M, N, K. Chứng minh răng 


Giải 
Gọi H là trực tâm của A ABC. Kí hiệu S„„e =§. 
Dễ chứng minh DM = DH. Ta có: 
AM _AD+DM_, DM_„ DH_, Sạ„ 
= =l+ =1+ =l+ ` 


Ệ F AB ” AD AD S 


. BN _„, Saục CK _., Sang 
Tương tự: BE 1? S cg"!t ST, 

Cộng từng về ba đẳng thức trên, ta được điều phải chứng minh. 

Ví dụ 13: Cho đường tròn tâm O. đường kính AB có dây CD vuông góc với 
AB.Gọi M là một điểm bất kì thuộc đường tròn (MC không song song 
vớiAB), E là giao điểm của MD và AB. F là giao điểm của MC và 

h xa /j BÀ TA 
AB.Chứng minh răng EB TB 
Giải 

Giả sử M thuộc cung lớn CD. Chứng 
minh rằng MB là đường phân giác trong. 
do đó MA là đường phân giác ngoài của 
AMEF. Áp dụng tính chât đường phân 
giác trong và ngoài của tam giác. 

Trường hợp M thuộc cung nhỏ CD, chứng minh tương tự. 

Ví dụ 14: Qua điểm A nằm bên ngoài đường tròn (O) vẽ cát tuyên ABC. Gọi 
E là điểm chính giữa của cung BC. DE là đường kính của đường tròn. 
AD cắt đường tròn tại L. IE cắt BC tại K. 
Chứng minh rằng AC. BK = AB. KC. 

Giải 
IK là đường phân giác trong của AIBC nên 
KB_IB 


KG IŒ `KN Z⁄ 
: : AB IB E 
IA là đưè ân giá ài của AIBC nên —— =—. 
à đường phân giác ngoài của nên AC T6 
KB AB 
S == =—:;do đó AC.BK = AB.KC. 
tý r8 ^C' o đó AC.BK KC 


Ví dụ 15: Cho nửa đường tròn tâm O, đường kính AB. bán kính OC = R. 
Các điểm M, N theo thứ tự thuộc các cung AC, CB. Gọi E, G theo thứ tự 
là hìnhchiếu của M, N trên AB. Gọi F, H theo thứ tự là hình chiếu của M, 
N trên OC. Chứng minh rằng EF = GH. 

Giải 
Không mất tính tổng quát, giả sử 
AOC<BOÈ. Các điểm O, E, M, F 
thuộc đường tròn đường kính OM = R. 
Các điểm O, G, N, H thuộc đường tròn 
đường kính ON = R. Trong hai đường 
tròn bằng nhau đó, các góc nội tiếp EOF, 
GNH băng nhau (cùng bù với góc GOH) 


F; È" , suy ra EF =GH. 


Ví dự 16: Trong đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, vẽ các dây AA` BC. 
BE⁄/ AC. CC'// AB. _ các cung AA', BB', CC, lấy các cung AD, BE, 


CT theo thứ tự bằng h các cung trên. Chứng minh rằng tam giác DEF là 
tarn giác đều. 

Giải 
Giá sử Ä >B >. 
Đặt sđ BÖ= m. sđ AC =n,sđAB= P. 
[acó m+n+p=3607, sđAA'=n~p, 
sđBB'=m-—p, sđŒC'=m~—n, 


ĐÈ == cadÃ'Ô +*T” 


_2(n-P),„ ,m-n_min+p 
3 3 
Tình „hàn -P=E ve m5 -1ø0" 
3 3 3 3 3 

Suy ra DF = DE =EEF. Vậy ADEEF đều. 

Ví dụ I7: Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O). Gọi H là trực 
tâm, I là tâm của đường tròn nội tiếp tam giác. 
a. Chứng minh rằng AI là tia phân giác của góc OAH. 
b. Cho BAC =30°. Chứng minh rằng IO = IH. 


=120!. 


Giải 
a. Gọi K là giao điểm của AI và đường tròn. 
Ta có Â¡ = Â› vì cùng bằng Ñ. : B 


b. Với AABC nội tiếp đường tròn (O), ta 
chứng minh được AH gấp đôi khoảng 
cách OM từ O đến BC. 


Ta lại có BAC =60° nên KOC =60°, do đó: OM=2OC=2OA. Suy ra 


AH= AO,AAIH = AAIO(c.g.c) nên IH = IO. 


Ví dụ 18: Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn tâm O bán kính R. Gọi 
M là một điểm bắt kì thuộc cung BC. 
a. Chứng minh rằng MA = MB + MC. 


b. Gọi D là giao điểm của MA và BC. Chứng minh rằng —— - ——?=l. 


ø“ tông MA? + MB? + MC” theo R. 
A 57 


Giải 
a. Trên MA lấy I sao cho MI = MB. A 
Tam giác MBI đều, suy ra IBM =60°,do đó B, = Ô;. 
AABI =ACBM(c.g.c) nên AI =MC. 
ko lay “^) 

b ø.g) nên: C 
MD _MC MD_ MB = 
MB MA MC MA. 

MD,MD_MC, MB _MC+MB Ạ 
———=l(th l 
ĐC TY MG MA MA” Mã KH OÊU g 
c. Đặt MA = x, MB = y. Ta có: 
MA? +MB? +MC? =x? + y? +(x-y)°=2(x? +y? -xy) (1) 
2 L) 
Kẻ BH.L AM. Do BMH =60°nên MH =),BH' =y? -(š] - `. 
2 


2 
Do đó AB? = AH? + BH? -[~-] LÔ cư? tý cay, (2) 


Từ (1) và (2) suy ra MA? + MB? + MC? =92AB? 

Ta lại có AB = RV3. Do đó MA? +MB? + MC? = 6Rề. 
Ví dụ 19: Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Tiếp tuyến tại A cắt 

BCởi. 

IB_ AB? 
inh 
a. Chứng minh rằng —— TC “AC: 
b. Tính IA, IC, biết rằng AB =20 cm. AC =28 cm, BC = 24 cm. 
Giải 
AB_IB_ AB' _IB' 
a. Tacó: BAI=€, ABAI~ AACI (g.g) >— AC “TA Bết.2 xrư 
Ẫ AB IB IB 
Ta lại có IA? =IB.IC-nên ““——=_ _—~_—^, A 
Hy ĐYP AC TBIC TC 

b. Đặt [A = x, IC = y. 

Ta có: ABAI~ A ACI (g.g) 

AI BI Na nh 


=ðy Am: 


PT 3ớh 5x =7(y~84) 


Dạng 2: Các bài toán chứng mình đồng quy, thăng hàng 

Ví 1: Cho hình bình hành ABCD. Qua một điêm S ở trong hình bình hành 
AlCD kẻ đường thăng song song với AB lần lượt cắt AD, BC tại M.P 
và cũng qua S. Kẻ đường thăng song song với AD lần lượt cắt AB. CD 
tại N, Q. Chứng minh ba đường thăng AS. BQ. DP đồng quy. 

Giải 

Goi [ là giao điểm của DP và NQ. K là giao điểm của SA và BC. 

KP' EK SP SP IS 


Ta có: = = = = 
PB AM SM QD 1Q 
KP I3 
ây —=——- 
BP IQ 
KP BP 
Suy ra ——=—— 1 
tuy ra 1S ` TQ (1) 
Gọi O là giao điểm SA và DP. 
a4 ẤP. SP 
Ta có: ——=—— 2 
"ca x. 
Gọi O' là giao điểm BQ và DP. Ta có ' or = C5 @) 


Từ (1), (2) và (3) ta có: : 
Vậy O' trùng O, tức là SA, BQ và DP đông quy. 

Ví dụ 2: Cho tam giác nhọn ABC nội tiệp trong đường tròn tâm O và 
AGB =45". Kẻ các đường cao AA' và BB'. Gọi H là trực tâm của tam 
giác ABC, M và N tương ứng là trung điểmcủa AB và CH. 

1. Chứng minh rằng A*MB)N là hình vuông. 
2. Chứng minh răng A*B`, MN. OH đồng quy. 
TS 10 Toán — Đại học Vinh năm 2009 -2010 (vòng 2) 
Giải 
1. Sử dụng tính chất đường trung tuyến ta có: 
MA'=MB'=2 AB.(1);NA'= NB' =sCH‹(2) 


Từ giả thiết ta có: ACA'A và ABA'H vuông cân. 
Suy ra ACA'H= AAA'B, vì vậy: CH = AB. (3) 
Lại có: NA"C = NCA'= MAA"'= MA"A, nên MA"N = ÃA'C =90° (4) 
Từ (1), (2), (3) và (4) suy ra A'MB'N là hình vuông. 
2. Ta có O và A` cùng thuộc trung trực của AC, nên OA" L AC. 
Suy ra OA' // B`H. Tương tự OB' // A°H. 
Vì vậy B`OA'H là hình bình hành. 
Do đó OH cắt A'B' tại I là trung điểm của mỗi đường. Rõ ràng từ kết 
quả ý 1;MN cũng đi qua I. Vậy A'B', MN, OH đồng quy. 


4Ê* : 


Ví dụ 3: Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp một đường tròn. Chứng minh rằng 
nếu một đường thăng chia tứ giác thành hai phần có diện tích bằng nhau 
và chu vi bằng nhau thì đường thăng đó đi qua tâm của đường tròn đó. 

Giải 

Gọi (O;r) là đường tròn nội tiếp tứ giác 
ABCD, § là diện tích tam giác, p là nửa 
chu vi. Gọi M, N là hai điểm nằm trên 
cạnh của tứ giác và chia tứ giác ra hai 
phần có chu vi bằng nhau. 

Không mắt tính tông quat, giả sử M thuộc cạnh AB, N thuộc cạnh CD 
(chú ý không nhất thiết M và N thuộc hai cạnh đối của tứ giác), giả sử O 
nằm trong tứ giác hoặc nằm trên krư của tứ giác BMNC. Ta có: 


Sgưnc = Đmon + Sgọc + Đcoy + Ổyow = 2r(MB + BC+CN)+ Suoy = Ỹ + ÔNon 


pr 
SAvnn = Đưoa + Đạop + Ổpoy — Ổyoy = bạn +AD+DN)-Suøy = " —Đoy 
Do 8guyc = 8ay„yp nên từ (1) và (2) suy ra Suoy =0. Vậy đường thẳng 


Chú ý: 

a. Có thê không chứng minh đẳng thức "w mà nhận xét rằng công thức S = pr 
đúng với tứ giác ngoại tiếp, do đó : = rủ nên từ (1) suy ra So = 0. 

b. Bài toán trên vẫn đúng nếu thay “tứ giác ngoại tiếp” bởi “đa giác ngoại 
tiêp”. 

Ví dụ 4: Cho hình thang ABCD (AB // CD) ngoại tiếp đường tròn (O). Tiếp 
điểm trên AB, CD theo thứ tự là E, F. Chứng minh rằng AC, BD, EF 
đồng quy. 

: : Giải 
Gọi H là tiêp điểm của BC và đường tròn 
(O:r). Ta có BE = BH, CF = CH, BOC =90° 
nên BE.CF =BH.CH =r?. 
Tương tự AE.DF =r?. 


BE _ AE 
§ BE.CF = AE.DF, do đó = 
uy ra 4 DE CF” 
NI : BE_ IE AE IE +. 
Gọi I là ẻmc à EF. Ta có 1c =1. Suy ra CC =TC, Tủ 
ọi I là giao điểm của BD và EE. Ta có DF IE `W'2 NG 


đó AAIE~ ACIF (c. ø.©), dễ dàng chứng minh A, I, C thằng hàng. 
Ví dụ 5: Chứng minh rằng trong một tứ giác ngoại, tiếp đường tròn, các 
đường thăng nối các tiếp điểm trên các cạnh đối đồng quy tại giao điểm 


a5 chéo của tứ giác. 


Giải 
Kí hiệu như trên hình về: 
Gọi T là giao điểm của AC và EG. Trước 
hét ta chứng minh F, I, H thăng hàng. 
Qua A vẽ dường thăng song song với CD, 
cất I'G ở K. 
Tà có EKA = AEK (cùng bằng EGD) nên 
AE =AK. 


tức là I chia trong AC theo tỉ số _ Gọi I` là 
giao điểm của AC và GH. Chứng minh tương tự, Ï° chia trong AC theo tỉ 


số %- Nhưng AE = AH. CG = CF nên I và [` chia trong AC theo cùng 
một tỉ số, do đó I=['. Vậy F. I, H thăng hàng, do đó AC đi qua giao 
điêm của EG và FH. 

Chứng minh tương tự. BD cũng đi qua giao điểm trên. 

Vĩ dụ 6: Cho tứ giác ABCD ngoại tiếp đường tròn tâm O. Gọi I và K theo 
thứ tự là trung điểm của các đường chéo BD và AC. Chứng minh răng: 
Ai + = gÖmcoi b. Ba điểm I, O. K thẳng hàng 

Giải 
a. Gọi r là bán kính của đường tròn (O), S là diện tích tứ giác ABCD. 


Ta có: Suy + Soep = (AB +ŒD); Soạp + Soạc = g(AD +BG) 


Do AB +CD=AD+BC_ nên Sạ„y + Sạcp = Soap + Sopc = sẽ 


b. Giả sử các tia AB và CD cắt nhau F 

tại E (trường hợp AB //CD, bạn 
đọc tự chứng minh). 
*Dẳn" các đoạn thăng AB và CD 
về phía E: lấy G trên tia EA, lấy 
H trên tia ED sao cho EG = AB, 
EH=CD. 


Ta có: 


oE6 * ĐogH 


1 à 
b ° Soạn + Socp = s° nẻn Song = 
Dễ thấy các điểm I và k cũng có tính chất 8,„„ + 8¡¿ = sẽ Su, + Öụmp = sẽ 


6] 


Nên tương tự như trên ta cũng có: 


1 
Địng = r% — Ông. (@2) 


1 
Sno =S5—Êmẹ @) 
Từ (1), (2), (3) suy ra Sons = Siuc =S„„¿ do đó ba điểm I, O, K thăng hàng. 
Dạng 3: Các bài toán chứng mình khác 
Ví dụ I: Cho tam giác ABC cân có AB = AC = 9cm, BC = 12cm, đường 
cao AH, I là hình chiếu của H trên AC. 
a. Tính độ dài CI. 


b. Kẻ đường cao BK của tam giác ABC. Chứng minh rằng điển. K nằm 
giữa hai điểm C và A. 


Giải Ạ 
a. Trong AAHC vuông: 
HŒ? =CLCA. R 
Từ đó tính được CI = 4cm. n 
b. CK = 2CI = 8 < CA. B H C 
Do đó K năm giữa C và A. 


Ví dụ 2: Cho tam giác vuông ABC có cạnh huyền BC = 2a. Gọ: AH là 
đường cao của tam giác, D và E là hình chiêu của H trên AC và AB. Tìm 
giá trị lớn nhât của : 


a. Độ dài DE; b. Diện tích tứ giác ADHE. 
Giải 
a. Gọi O là trung điểm của BC. DE = AH < AO =a; à 
max DE = a © A ABC vuông cân tại A. 
b. Cách 1: Ta có S„p„; = AE.AD. . & 
NN s R _AH? _ AH? 
Ta lại có AH” = AE.AB nên AE=—- lương tự ma": 


AH' _ AH'“ AH° AO® a° a2 
Do đó S  -“ -x= 
®69 Đan “ABAC BCAH BC BC 2a 


a? 

maxS,png = T © AABC vuông cân tại A. 

Cách 2: Sung; = 28p¿. Do đó S,„ạ; lớn nhất © S„„„ lớn nhất. 
2 

Ta thấy AHEA ~ABAC(.g) nên SHEA -[ñe) . Do đó 8,„„ lĩn nhất 

Bmẹœ LBG s 
© AH lớn nhất ©H trùng với O. Khi đó AABC vuông cân tai A, ta 
2 
tính được S.puz =°—. 


Ví dụ 3: Cho tam giác ABC có BC =a, AC = b, AB =c. Chứng minh rằng: 
a. Nếu b?<a? +c?thì B<900, 
b. Nếu b? >a? + c?thì B > 900. 
c. Nếu bể =a? +c? thì B= 900. 
Giải 

a. Chứng minh bằng phản chứng. Giả sử B>90” thì theo bài tập trên , ta có 
b/ sa? +e®, trái với giả thiết. Giả sử B = 907 thì theo định lí Pytago ta có 
b' =a? +c°, trái với giả thiết. Vậy 8 < 90° 

b. Chứng minh tương tự câu a. 

c. Chứng minh tương tự câu a. 

Ví dụ 4: Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi D là điểm đối 
xứng với A qua B. Gọi E là điểm thuộc tia đối của tia HA sao cho HE = 2HA. 
Chứng minh rằng DEC = 90. 

Giải 
Gọi I là trung điểm của HE. 
Đặt AH =a, HB = b thì: 
AH? _a? 


DĨ =2b,EH=2z2, H6 .~5.., 
¿ HB b 


tan TẾD =1 =” 
IE a 

ti ỐC Sao, 
HC a a 


b 
Suy ra [ED = HGE do đó ÍED + HEC = 90° 
Vậy DEC =901. 
Ví dụ 5: Chứng minh rằng trong một tam giác, đường phân giác ứng với 
cạnh lớn nhất nhỏ hơn hoặc bằng đường cao ứng với cạnh nhỏ nhất. 
Giải A 
Xét AABC có BC> AC > AB, đường 
phân giác AD, đường cao CH. Cần 


chứng minh CH>AD. H 

Kẻ DM L AB. M 

Tacó: AC> AB 

=>DC>DB=BC>2BDCH>9DM. (I).  B D € 
Mặt khác do Â là góc lớn nhất của A ABC nên Â > 60° 


-> MAD >30° = sin MAD > 1 — DM „ 1 _.2DM > AD. (2) 
2 AD”2 


Từ(1) và (2) suy ra CH > AD. 


& 


63 


Ví dụ 6: Chứng minh rằng diện tích của một tam giác (không vuông) bằng 
một nửa tích của hai cạnh nhân với sin của góc nhọn tạo bởi các đường 
thăng chứa hai cạnh ấy. 


B 


Giải 


A c H A C 
Gọi œ là góc nhọn tạo bởi hai đường thẳng AB, AC của A ABC. Vẽ đường 
cao BH, ta có BH = ABsinø. Do đó S,„„ =SACBH - Ề AC.ABsino. 
Chú ý: Sau này nghiên cứu hàm số lượng giác ta có sin90° =1, 
sinơ = sin(180° - ơ), do đó: Diện tích tam giác bằng một nửa tích của 
hai cạnh nhân với sin của góc tạo bởi hai cạnh ấy. 


Ví dụ 7: Độ dài hai đường chéo của một hình bình hành tỉ lệ với độ dài hai 
cạnh liên tiếp của nó. Chứng minh rằng các góc tạo bởi hai đường chéo 


bằng các góc của hình bình hành. 

| Giải F B 
Gọi O là giao điểm hai đường chéo 
cuả hình bình hành ABCD. 
Đặt AO = OC = x, OB = OD = y, a 
AD =a, DC = b, theo đề bài Š = 2, ' kh 

Ỹ 

~. ^ 2, 

Giả sử a <b= Ôi < Â¡ = Ô, < 909, - ĐƯNG¬yyng.. 


Do a<b nên x<y = Ũ¡ < Â¡ >¡ <900. 
Theo ví dụ 6, S,pọ =gaysin Bi;B gen =g bxsinÊ, mà 


Sàno =Öocp;Ay = bx =sin ¡ =sinỂ, = Ô. =Ê, = AOD = ADE. 

Ví dụ 8: Tứ giác ABCD có các đường chéo cắt nhau ở O và không vuông 
góc với nhau. Gọi H và K lần lượt là trực tâm của các tam giác AOB và 
COD. Gọi G và I lần lượt là trọng tâm của các tam giác BOC và AOD. 

a.. Gọi E là trọng tâm của tam giác AOB, F là giao điểm của AH và DK. 
Chứng minh rằng các tam giác IEG và HFK đồng dạng. 

b. Chứng minh rằng IG vuông góc với HK. 

Giải 

a. Gọi ẤOD=ơ <900, 

Ta chứng minh được ÍEG = DOC,HFK = DOC nên ÍEG = HEK (1). 


EG _ AC F 
EI BD 
Gọi M là giao điểm của FK và AC, ta có: 
FK- FM+MK 

-AMcotư + MCcotơ = ACcotơ. 
Tương tự FH = BDcotơ. 


Đề thấy 8G - -AC,EI= : BD nên 


FK_ AC 
)o đó: —=——.. (3 
I)o đó TH~BD (3) 
Từ (1). (2). (3) suy ra AIEG~ AHFK (c.g.c). A D 


b. Sử dụng câu a. và chú ý răng IE.L HF. - 

Ví dụ 9: Cho tam giác nhọn ABC, các điểm D, E, F theo thứ tự thuộc các 
cạnh AB, BC = CA. Chứng minh răng trong ba tam giác ADF, BDE, 
CEF, tồn tại một tam giác có diện tích nhỏ hơn hoặc bằng ằ diện tích 


tam giác ABC. Khi nào cả ba tam giác đó cùng có diện tích bằng diện 
tích tam giác ABC ? 


Giải 
Chứng minh bằng phản chứng. Gọi S là diện tích A ABC và kí hiệu như 
J.b,. W Bà Ì S88 1. q) 
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- S5 
hỉnh vẽ. Giả sử —+ >—;~2 >—;—*+>— thì 
ì as 5T s “5 S SP: s 


Áp dụng công thức S,„¿ = sọc sin œ (ví dụ 6) ta có: 
5, _Z(b-y) 8, x(e-Z) S, _ y(a-x) 


S be S ac 8 ab 


——... bi 


©(a-2x)” >0 


Ẵ h . v(b-— _ 
Tương tự đôi với Tá 


c 
Suy ra _ < „ mâu thuẫn với (1). Suy ra điều phải chứng minh. 
° 
6, =Š, =6, ` ca=2x,b=2y,c=2zes D, E, F là trung điểm các 


cạnh của A ABC. : 
Chú ý+ Bài toán vẫn đúng nếu A ABC có góc vuông hay góc tù. 


8 ‹ 


Ví dụ 10: a. Cho tứ giác ABCD có AB = I0cem, BD = 12cm và góc giữa AC 
và BD bằng 30”. Tính diện tích tam giác đó. 
Giải 
a. Vẽ AH.LBD, CK L BD (H, KeBD) 
AHOA vuông tại H có AOH =30° 
nên là nửa tam giác đều 


=AH =2OA, tương tự CK =a0G 
_" N_. NT SAHBD + SCK.BD ' h BD(AH + CK) 


=2BD|SOA + 20c] =>BD.AC =~19.10 =30(em?) 
2 2 2 4 4 


Ví dụ II: Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường tròn nội tiếp tam giác 
ABC tiệp xúc với các cạnh BC, CA, và AB lân lượt tại D, E, và F. Đặt 
x=DB, y =DC, z= AE. 

a. Tìm hệ thức giữa x, y và Z. 
b. Chứng minh rằng: AB.AC =2DB.DC. 
Giải 

a. Ta có: BD = BF, CD = CE và AE = AF 
(tính chât của hai tiệp tuyên cắt nhau). 
Do đó: 

BC = x+y,AC =y+z,AB=x+z. 
Theo định lý Pytago: 

BC” = AB? + AC? 

©(x+y) ` =(x+z) +(y+z} 
©2xy =2z(x+ y)+ 22? © xy =Z(x + y +Z)(a) 

b. Gọi r là bán kính, I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 

Ta có: S„apẹ = 2AB.AC - 2BCr + gCA+ + gABr =(x+y+z)r(b) 
Tứ giác AEIF có 3 góc vuông, nên là hình chữ nhật. 

Nhưng AE = AF (chứng minh trên), nên AEIF là hình vuông. 

Do đó: z = EI = r (c). Từ (a), (b), (c) suy ra 

AB.AC = 2xy © AB.AC = 2DB.DC. 

Ví dụ I2: Cho tam giác ABC cân tại A, BC = a. Hai điểm M và N lần lượt 
trên AC và AB sao cho: AM = 2MC, 

AN =2NB và hai đoạn BM và CN vuông góc với nhau. Tính diện tích 


á@œ ABC theo a. 
LG 


# 


Giải 
'The› giả thiết AM = 2MC và AN =2NC suy ra: 
AM A2 MM/RCS ST 1.81 
AC AB 3 BC AC 3 
Gọi E là giao điểm của BM và CN, theo định lý 
EM EN _MN _2 
EB EC BG 3Ì 
Gọi BK là đường cao hạ từ B của tam giác ABC, 


Talet, ta có: 


| 
¬ - AG.BK ¬ 
tả Củ: Šauc =2 ~Ã" =Â tý Š›sụ =9 box- 
Suw lowpkg CM 
2 
Sụp: - BE _3 5a” 


_ PM san TỶ ằ 
Suy BM 5 BMC 3 BEC 19 , ABC 
Ví dụ I3: Trong hình bên, cho biết M là trung điểm của AC và các đường 
thắrg AD, BM và CE đồng quy tại K. Hai tam giác AKE và BKE có diện 
tích là 10 và 20. Tính diện tích tam giác ABC. 
Giải 
Gọi h là khoảng cách từ K đến AB, ta có: A 


h 
Su C f2 AE AE L ở CN 
Su pgx„h BE BE 2 /»Y 
4 “Ê IÊR Noo. 
1 B 


+ Suy ra: Šuœ ==© B„wep.=Sep(1) D k 
ABCE 2 


+ Trơng tự: Buuy _ MA 
ACKM M 

Đặt x =2 = S„cmụ, ta CÓ: 

Sap„ = Sen © 20 + 10 + x = x + Ônoựy = Sgey = 30 


=1 B¿wk = ackw 


(1) = 20 + Ssey =ð(10 + 2x) œ 10+ 8x = 85 cs x = 


Do ñó: Đ.age = Ổ¿Agp + Öapcg + Ổ¿Ave = 10 + 20 + 30 + 2x = 7õ. 
Ví dụ I4: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn. Phân giác AD, trung tuyến BE 
và đường cao CF cắt nhau tại một điểm. Chứng minh rằng BAC > 45°. 
Thi học sinh giỏi lớp 9 —TP Vinh,Nghệ An -2009 
' Giải 
Chứng minh băng phản chứng 
+ Gà §ử BAC < 45'. 


AE° : 


Ỹ 


Khi đó ACF > 45°,BCF < 45°,CBF > 45° 
và suy ra BC < AC. 
+ Như vậy tỉa CP nằm giữa hai tia CA và 
CF và cắt trung tuyến BE tại G. Ta ký hiệu 
O là điểm cắt của BE, AD, và CE. 

1y PÓ 


Thế thì G nằm giữa O và E. Vì sẻ” 2i 02“ (Ở đây tz dùng 
FOB<90° và suy ra FOG >90°). Bởi vì AO là phân giác trong tam giác 
AFC, thì SA g từ đây suy ra ACF<30°. Trái với ACF >45° ở 


trên BAC > 459. 


Ví dụ 15: cho ABCD là hình thoi có cạnh bằng 1. Giả sử tồn tại điềm M 


thuộc cạnh BC và N thuộc cạnh CD sao cho tam giác CMN có chu vi 
bằng 2 và BAD =2MAN.. Tính các góc của hình thoi ABCD. 

TS 10 chuyên Thành phố HCM năm 2009 - 2010 

Giải : 

Trong nửa mặt phẳng bờ AD không chứa điểm B, lấy điểm E sao cho: 
AE=AM và DAE= BAM => A ADE= AABM =DE =BM, ADE=ABM 
Mà ABCD là hình thoi ADN = ABM = ADE = ADN (I1) 
Ta có: BAD =2MAN = MAN = BAM + NAD = DAE + NAD = BAN 
Xét hai tam giác ANM và ANE có: MAN =EAN,AM = AE và AN 
chung => AANM = AANE=NE =NM. 
Mặt khác ta có: 2 = CM + CN + MN = CM+ CN +NE 
Mà 2 = CB + CD =CM + MB + CN + ND =CM + DE + CN +ND 
=CM+CN +NE=CM+DE+N+ND 
=NE =ND + DE= D thuộc đoạn NE (2) .. 
Từ (1) và (2)—= ADE= ADN =90°. Suy ra: Hình thoi ABCD có ADC=90° 
nên là hình vuông. Vậy các góc của hình thoi ABCD bằng 900. 


Bài tập vận dụng `. 
Qua đỉnh A của hình vuông ABCD cạnh a. Vẽ một ba thăng cắt cạnh BC 
1 J 


ởM và cắt đường thắng DC ở I. Chứng minh rằng: v tTR hư 
a 


“ AC cạn Ế 
Hướng dân và đáp sô 
Vẽ đường vuông v3 với AM tại A, cắt CD ởN. Trong AANI vuông, ta 


Ơ ấn Sau đó chứng minh rằng AN = AM 
%ˆ ANT† ¬m au đó chứng minh răng AN = AM. 


YrwO 


3. Các bài toán chứng minh về đường tròn 


Kiến thức cơ bản. 
|Sự xác định đường tròn. Tính chất đối xứng của đường tròn 
Đường tròn tâm Ó bản kính R (với R>0) là hình gồm các điểm cách 
điểm Q một khoảng băng Ñ. 

Khi OM='R ta có điệm M năm trên đường tròn. 


Kii OM< R ta có điểm ÀI nằm bên trong đường tròn. 
Khi OM >R ta có điềm M1 nằm bên ngoài đường tròn. 
Qua ba điểm không thăng hàng, bao giờ cũng vẽ được một và chỉ một 
đường tròn. 
Đường tròn có một tâm đổi xứng, đó là tâm của đường tròn. Đường tròn 
có võ số trục đôi xứng, đó là bát kì đường kính nào của nó. 
Đ. Đường kính và dây của đường tròn. Liên hệ giữa dây và 
khoảng cách từ tâm đến dây 
IĐịnh lí: Trong một đường tròn. dây lớn nhất là đường kính. 
IĐịnh lí: 
a. Đường kính vuông góc với một dáy thì đi qua trung điểm của dây ấy. 
b. Đường kính ải qua trung điềm của một dây không đi qua tâm thì 
vuông góc với dây áy. 
|Định lí : Trong một đường tròn: 
a. Hai dây bằng nhau khi và chỉ khi chúng cách đều tâm. 
b. Trong hai dây không bằng nhau, dây lớn hơn khi và chỉ khi nó gần tâm 
hơn. 
Định lí: Trong một đường tròn: 
- Hai cung bằng nhau khi và chỉ khi hai dây căng cung bằng nhau; 
~ Cưng lớn hơn khi và chỉ khi dây căng cung lớn hơn. 
Định lí - Hai cung bị chắn giữa hai dây song song thì bằng nhau; 
- Đường kính đi qua điểm chính giữa của một cung thì vuông góc với dây 
căng cung áy và chỉa dây ấy thành hai phân bằng nhau; 
- Đường kính đi qua trung điểm của một dây (không phải là đường kính) 
thì chia cung căng dây áy thành hai phân băng nhau. 
Lưu ý: Khi nói cung AB mà không chú thích gì thêm, ta hiểu đó là cung 
nhỏ AB. 
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ñ Vị trí trơng đỗi của đường thăng và đường tròn. Đầu hiệu 


nhận biết tiếp tuyến của đường tròn 

Đường thẳng và đường tròn không giao nhau khi và chỉ khi chúng không 
có điềm chung 

Đường thằng và đường tròn tiếp xúc nhau khi và chỉ khi chúng có một 
điểm chung. 

Đường thẳng và đường tròn cắt nhau khi và chỉ khi chúng có hai điểm 
chung . 

Gọi khoảng cách d từ tâm đường tròn đến đường thẳng và bán kính R 
của đường tròn, khi đó ta có các liên hệ: Đường thẳng và đường tròn 
không giao nhau khi và chỉ khi d < R. Dường thăng và đường tròn tiếp 
xúc nhau khi và chỉ khi d = R.. Đường thẳng và đường tròn căt nhau khi 
và chỉ khi d> R. 


Định lí: 
1. Nếu một đường thẳng là tiếp tuyến của một đường tròn thì nó vuông 
góc với bán kính đi qua tiêp điêm 
2. Nếu một đường thắng đi qua một điểm của đường tròn và VUÔNG góc 
với bán kính đi qua điêm đó thì đường thăng áy là một tiêp tuyên của 
đường tròn. 
Tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau 
Nếu hai tiếp tuyến của một đường tròn cắt nhau tại một điểm thì: 
- Điểm đó cách đều hai tiếp điểm. 
- Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai tiếp tuyến. 
- Tìa kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán 
kính ải qua các tiêp điêm. 
. Đường tròn F‡ái tiếp tam giác 
Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của một tam giác gọi là đường tròn nội 
tiếp tam giác, còn tam giác gọi là ngoại tiếp đường tròn. Tâm của đường 
tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của các đường phân giác các góc 
trong tam giác. 
. Đường tròn bàng tiếp tam giác 
Đường tròn tiếp xúc với một cạnh của một tam giác và tiếp xúc với phân 
kéo dài của hai cạnh kia gọi là đường tròn bàng tiếp tam giác. Tâm của 
mỗi đường tròn bàng tiếp tam giác là giao điêm hai đường phân giác 
của hai góc ngoài của tam giác hoặc giao điêm của tia phân giác của 
góc trong và một trong hai đường phân giác của góc ngoài không kế với 
nó. 


7. VỊ trí tưởng đỗi của hai đường tròn 
Hai lường tròn không giao nhau khi và chỉ khi chúng không có điềm chung 
Tai đường tròn tiếp xúc. nhau khi và chủ khi chúng có một điểm chung 
Hai đường tr òn cất nhau khi và chỉ khi chúng có hai điềm chưng 
Dù tính đối xứng của đường tFÒH. nếu hai đường trị òn cắt nhau thì hai 
giác điểm đối xứng với nhau qua đường nội tâm. nếu hai đường tròn tiếp 
xúc thau thì 1 p điêm nằm 4" ón đường nỗi tâm. 

ở. Góc nội tiếp: Góc nội tiếp là góc có đình năm trên đường tròn và hai 
cạn! chứa hai dây CủNg của đường tròn đó 
- 8ö đo của góc nói tiếp bằng nữa số đo của cùng bị chắn. Các góc nội 
ty ùng chắn mỏi củng hoặc chân Cúc CHHg bằng nhan thì bằng nhau. 
~ S0 đo cua góc tạo bơi tia tiếp tiyển vả (lúy cung bằng nưa số đo của 
cưng bị chắn 
- Nêu góc BA" có xổ đo "bằng nữa xô do của cúng B4 nằm trong góc đó 
thì ¿x là một tỉa tiếp tuyển của đường tròn chứa cúng AB. 
- Nữu AT là tiếp tuyến và 11B là cát tuyến của một đường tròn thì ta có 
hệ tuc MT = MA.MB. 
- Số do của góc có định ở bên trong đường tròn bằng nửa tổng số đo hai 
cung bị chắn. Số đo cua góc có định ở bên ngoài đường tròn bằng nửa 
hiệt xó đo hai cưng bị chăn. 


9, Cung chứa góc: Cung chứa góc œ (0° < ơ < 180”) dựng trên đoạn thăng 


48 à cung mà mọi góc CB có dịnh C thuộc cụng đó đều có số đo bằng 
œ. Íp dụng cung chứa góc vào chứng mình: Nêu một tứ giác có hai đinh 
kẻ rhau cùng nhìn cạnh chứa hai định còn lại dưới một góc œ thì bốn 
định của tứ giác ấy thuộc cùng một đường tròn. 
Áp dụng cung chứa góc vào các bài toán quỷ tích vả dựng hình 

I0. Tư giác nội tiếp: Một tứ giác có bón dịnh nằm trên một đường tròn 
đượ? gọi là tứ giác nội tiếp đường tròn (goi tắt là tứ giác nội tiếp). 
- Trong một tứ giác nội tiêp, hai góc đối bù nhau. 
Đàc lại, nếu một tứ giác có hai góc đối bù nhau thì tứ giác đó nội tiếp 
được đường tròn. 
- Đường tròn di qua tắt cá các đính của một đa giác được goi là đường| 
trònngoại tiếp đa giác. khi đó du giác được gọi là đa giác nội tiếp đường tròn. 
- Đường tròn tiếp xúc với tắt cả các cạnh của một đa giác được gọi là 
đường tròn nội tiếp đa giác. khi đó đa giác được gọi là đa giác ngoại tiếp 
đường tròn. 
- Đêu kiện cần và đủ để một tứ giác ngoại tiếp đường tròn là tổng các 
cạnh đối bằng nhau. 
- Ðu giác đều nào cũng có một đường tròn ngoại tiếp, một đường tròn 
HỘi 'iếp. Tâm của hai đường tròn này trùng nhau và được gọi là tâm của 
ẩu giác đều. 
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Các dạng bài tập cơ bản 
Dạng 1: Sự xác định của một đường tròn 
Sử dụng định nghĩa: Đường tròn tâm O bán kính R (với R > O) là hình 
gôm các điểm cách điềm O một khoảng bằng R. 


Dạng 2: Đường kính và dây của đường tròn. Liên hệ giữa dây và khoảng 
cách từ tâm đến dây 


Đạng - vi Vị trí trơng đối của đường thăng và đường tròn. Cúc bài toán về 
tiếp tuyển 

Dạng 4: Vị trí trơng đối của hai đường tròn 

Dạng 5: Chứng minh góc nội tiếp. Quỹ tích cung chứa góc 

Dạng6 : Chứng minh tứ giác nội tiếp ngoại tiếp 

Dạng7: Các bài toán tổng hợp 

Các ví dụ mìỉnh họa 

Dạng I: Sự xác định của một đường tròn 

Ví dụ 1. Cho hình thang cân ABCD. Chứng minh rằng tồn tại một đường 
tròn đi qua cả bốn đỉnh của hình thang. 

Giải 

Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của các cạnh 
đáy của hình thang cân. MN là trục đỗi xứng của 
hình thang cân nên MN là đường trung trực của 
AB và của CD. Gọi O là giao điểm của MN với 
đường trung trực của BC. 
O thuộc đường trung trực của AB nên OA = OB. 
O thuộc đường trung trực của BC nên OB = OC. 
O thuộc đường trung trực của CD nên OC = OD. 
Vậy OA = OB = OC =OD, do đó đường tròn (O;OA) đi qua các điểm A, 
B,C, D. 

Dạng 2. Đường kính và dây của đường tròn. Liên hệ giữa dây 
và khoảng cách từ tâm đến dây 
Quan hệ về độ dài giữa đường kính và dây được thề hiện ở định lí: Trong 
một đường tròn, dây lớn nhát là đường kính. 
Quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây được thể hiện ở các định lí 


- Đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điềm của đây áy. 
- Đường kính đi qua trung điểm của một dây không đi qua tâm thì vuông 
góc và đây áy. 


"2 


Đó xo vánh độ dài hai dây của một đường tròn dha vào các định lí: 

Trong một thường tròn 

- Hai dây bằng nhau khi và chỉ khi chúng cách đều tâm. 

trong hai dúy không bằng nhau, dây lớn hơn khi và chỉ khi nó ấn tâm hơn 
Ví dụ 1: Cho tam giác ABC cân tại A nội tiếp đường tròn (O). AC = 40em. 

BC = 48em. Tính khoảng cách từ O đên BC. 


A 
Giải 
Kẻ dường cao AH. Ta tính được AH = 32cm. 
Do AH > HC nên tâm O nằm giữa A và H. VN 
Đặt OH = x. Kẻ OM L AC. B L1 


C 
Ta có: AAMO ~ AAHC (ge) SN. 


ÁO AM 32-* 3Ù s........ 
= = = =—. Từ đó x = 7cm. 
AC AH 40 32 
Ví dụ 2: Cho tam giác ABC cân tại A nội tiếp đường tròn (O): cạnh bên 
bằng b. đường cao AH =h. Tính bán kính của đường tròn (Ô). 


Giải 

A A 

N ai 
, SN : 

D D 

Kẻ đường kính AD thì ACD = 901. 
2 2 

Ta có: AC? =AD.AH nên AD= `" =- 


“ 2 
Bán kính của đường tròn bằng „ 

Ví dụ 3: Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O; R). Gọi M là trung 
điểm BC. Giả sử O nằm trong tam giác AMC hoặc O nằm giữa A và M. 
Gọi I là trung điểm của AC. Chứng minh răng: 

a. Chu vi tam giác IMC lớn hơn 2R. 


b. Chu vi lam giác ABC lớn hơn 4R. 
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Giải A 


a. Tacó: IC+IM =lIA +IM > AMnên: 


IC+IM+MC > AM+MC () I 
Ta chứng minh được: 
AM+MC>AO+OC=R+R=2R (2) g c 


Từ (1) và (2) suy ra AIMC lớn hơn 2R. 


b. Chu vi AIMC bằng nửa chu vi AABC 


(vì IƠ= ¬ ,JM= "` ,MC = = nên từ câu a) suy ra chu vi A ABC lớn 


hơn 4R. 


Ví dụ 4: Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O). Gọi D, E. F theo thứ tự 


Ví 


là trung điểm của BC, AC, AB. Kẻ các đường thắng DD', EE', FF` sao 
cho DD'// OA, EE' // OB. FF' // OC. Chứng minh rằng các dường thăng 
DD', EE'?, FF° đồng quy. 

Giải 
Gọi H là trực tâm của A ABC, I là 
trung điểm của AH. Ta chứng minh 
được AH = 2OD, DOAI là hình 
bình hành, suy ra DD' đi qua trung 
điểm Q của OH. 
Tương tự EE', FF” cũng đi qua Q (điểm Q là tâm đường tròn Ơ-le của AABC). 
dụ 5: Cho ba điểm A, B, C bất kì và đường tròn (O) bán kính bằng 1. 
Chứng minh rằng tồn tại một điểm M nằm trên đường tròn (O) sao cho 
MA + MB + MC >3. A 

Giải 


Gọi DE là một đường kính của B, 

đường tròn (O), ta có: 

DA +EA >DE =9; 

DB+EB>DE =3, D 

DC+EC > DE =2. E 


Suy ra (DA +DB+ DC)+(EA +EB+EC) >6. 


Nếu DA +DB+DC >3 thì điểm M phải tìm là D.Nếu 
DA +DB+DC <3 thì EA + EB+EC > 3, điểm M phải tìm là E. 


Ví du 6. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O). M là điểm bất kì 
thuộc cung BC không chứa A. Gọi D, E theo thứ tự là các điểm đối xứng 
với M qua AB, AC. Tìm vị trí của M đề DE có độ dải lớn nhất. 


Giải 
AB là đường trung trực của MD nên 
AM = AD, ÁC là đường trung trực 
cua ME nên AM = AE. 


Suy ra AD = AE. 
Tà có: 


MAD + MAE = 3(MAB + MAC) = 9BAC. 


Tam giác ADE cân tại A có DAE = 2BAC không đôi nên DE lớn nhất 
«> XD lớn nhất AM lớn nhất AM là đường kính của đường 
tròr. (O). 
Ví dụ 7: Cho đường tròn tâm O bán kính 

OA = Ilem. Điểm M thuộc bán kính OA và cách O là 7em. Qua M kẻ 
đây CD có độ dài l8em. Tính các độ dài MC, MD. 

Giải 
Giả sử MC <MD. Kẻ OH LCD. 


Tạ yở HŒ= HD=< =— =9(c sa 


Tam giác OHD vuông nên: 

OH” =OD? - HD = 11? -9? =121—81=40. 
Tam giác OHM vuông nên 

ME” =OM” -OH” = 49-40 =9 MH =3cm D 
Do đó MD =MH +HD =3+9=12(cm), 


MC = HC -MH =9-3=6(em). 


Dạng 3. Vị trí tương đãi của đường thăng và đường tròn. Dấu 
hiệu nhận biết tiếp tuyên của “hứng tròn 
Phương pháp chứng mình tiếp tuyến 
Ni một đường thẳng đi qua một điểm của đường tròn và vuông góc với 
báy. kính đi qua điểm đó thì đường thẳng ấy là một tiếp tuyến của đường 
tròn. 

Ví dụ :: Cho tam giác ABC cân tại A, đường trung trực của AB cất BC ởK. 
Chưng minh răng AB là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
AŒ. 


K) 


Giải 
Các tam giác cân ABC, KBA có chung góc ở 
đáy B nên AB = ARB tức CAB = AC. 


Ta có: CAB= sa AG, từ đó AB là tiếp tuyến 


===f 
của đường tròn. B C 


Ví dụ 2: Cho hình thang ABCD (AB // CD) có BDỶ = AB. CD. Chứng minh 


Ví 


Ví 


răng đường tròn ngoại tiếp tam giác ABD tiếp xúc với BC. 


Giải 
BD? = ÁBCp= ED _€D 2 ` 
AB BD' 
Ta có: ADBC ~ ABAD (c.g.c) 
= DB© = BAD = DBC = 2 súBmÐ. ÔN ° 
m 


Từ đó BC là tiếp tuyến của đường tròn. 
dụ 3: Cho hình bình hành ABCD, A < 90”. Đường tròn ngoại tiếp tam 
giác BCD cắt AC ở E. Chứng minh rằng BD là tiếp tuyến của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác AEB. 

Gọi I là giao điểm hai đường chéo B C 
của hình bình hành. 2 
Ta có IE.IA = IE.IC = IB.ID = IB?. ù 

Ta có AIBE~ AIAB (c.g.c) KN 

nên [BE =ÍAB. “=> 

dụ 4: Cho hai đường tròn (O) và (O') cắt nhau ở A và B. Kẻ tiếp tuyến 
chung CC' (Ce(O),C' e(O'), kẻ đường kính COD. Gọi E, F theo thứ tự 
là giao. điểm của OO' với CD, CC". Chứng minh rằng : 

a. BAF= 90° A, C, C' nằm cùng phía đối với OO') 


b. FA là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác CAC'. 
Giải 


a. Gọi R, R' là bán kính của các đường tròn (O), xu Điểm E chia trong 
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OO', điểm F chia ngoài OO' theo cùng một tỉ số —, do đó AE là đường 


phân giác trong, AF là đường phân giác ngoài của 'ÉÄiÖÖtc 
Suy ra EAF =901. 

Kẻ bán kính O'K song song và 
cùng chiều với OA. Gọi F' là 
giao điêm của AK với OO'. 


Chứữn2 minh E` chia ngoài OO” theo tỉ số ng để suy ra F'=E. 


Ta có COA-< C!O'Knên C?CA =C'AK.Từ đó AE là tiếp tuyển của 
đương tròn ngoại tiếp tam giác CÁC" 

Lƒ dự 5: Cho tam giác ABC vuông lại A (AB < AC). dường cao AH. Gọi Ï: 
ta điện dối xứng với B qua HH. Đường tròn có đường kính là EC cất AC ở 
K. Chứng minh rằng HK là tiếp tuyến của đường tròn. 

Giải 
Gọi O là trung điểm của EC thì 
OE - ÓC = OK nên EKC = 90”, 
Giọi M là trung điểm của AK thì 
HM Íà dường trung bình của hình 
thang ABEK, do đó HM.L AK. 
Tam ziác AHK có đường cao HM 
cũng là đường trung tuyến nên là B H E 
tam giác cân, do đó Ñ: =Ãi. 
Ta lạ có Ñ› =C, suy ra Ñ¡ + Ñ› = Â¡ +; = 900, tức làOKH =90°. Vậy 
HK l¿ tiếp tuyến của đường tròn (O). 

Ví dụ 6: Cho đường tròn (O). đường kính AB. Gọi C là trung điểm của bán 
kính OB và (S) là đường tròn đường kính AC. Trên đường tròn (O) lấy 
hai điểm tùy ý phân biệt M, N khác A và B. Gọi P, Q lần lượt là giao 
điểm thứ hai của AM và AN với đường tròn (S). 

a. Chứng minh rằng đường thẳng MN song song với đường thẳng PQ. 

b. Vẽ tiếp tuyến ME của (S) với E là tiếp điểm. Chứng minh: ME?=MA-MP. 


A 


O c 


c. Vẽ tiếp tuyến NF của (S) với F là tiếp điểm. Chứng minh: ... | 
NF AN 
Giải 
a. ỐPA - BMA =900° >CP//BM. 
AP AC 
Do đồ: ——=—— (I 
CN R vó 
: "`. 
Tương tự: CQ//BN và —Š=<“ 
Ơơng tự: CQ VÀ AB 2 
_ : AP AQ : 
Từ (1) và (2): ——=—=. Do đó PQ/MN. 
()và(2): ` FT: Nhìn Q 
b. Hai tam giác MEP và MAE có : EMP = AME và PEM = EAM. 
: 3 ME MP 
Do đ› chúng đồng dạng. Suy ra: —— =—— = ME? =MA .MP 
› chúng đồng dạng. Suy ra MA ME” 
2 
c. Tươn: tự ta cũng có: NF? =NA-NQ. Do đó: ca =.. 
=n¬ NF?” NA:-NQ 


W / 
; 


T7 


MP_ MA ME AM ` ME AM 
Nhưng NQ 1... (Do PQ//MN). Từ đó: CƠN lx. 
Ví dụ 7: Cho tam giác ABC vuông ở A, đường cao AH. Vẽ đường tròn tâm 
A bán kính AH. Gọi HD là đường kính của đường tròn (A; AH). Tiếp 
tuyến của đường tròn tịa D cắt CA ở E. 
1. Chứng minh tam giác BEC cân. 
2. Gọi I là hình chiếu của A trên BE. Chứng minh rằng AI = AH. 
3. Chứng minh rằng BE là tiếp tuyến của đường tròn (A; AH) 
4. Chứng minh BE = BH + DE. 


Giải E D 
1. AAHC = AADE (g.c.g) à 
=ED = HC (1) và AE = AC (2). A 
Vì AB 1L CE (gt), do đó AB vừa là I 
đường cao vừa là đường trung 
tuyên của ABEC=S>BEC là tam B H ° 


giác cân —> Bì =B; 

2. Hai tam giác vuông ABI và ABH có cạnh huyền AB chung, B. = Ê; 
= AHAB= AAIB = AI =AH. 

3. AI = AH và BE L AI tại I>. BE là tiếp tuyến của (A; AH) tại I. 

4. DE =IE và BI =BH BE = BI + IE= BH + ED. 

Ví dụ 8. Cho một hình vuông 8 x 8 gồm 64 ô vuông nhỏ. Đặt một ấm bìa 
hình tròn có đường kính 8 sao cho tâm O của hình tròn trùng với tâm của 
hình vuông. 

a. Chứng minh rằng hình tròn tiếp xúc với các cạnh của hình vuông. 
b. Có bao nhiêu ô vuông nhỏ bị tắm bìa che lắp hoàn toàn ? 
Giải 

a. Bán kính của hình tròn bằng khoảng cách từ 
tâm của hình tròn đến mỗi cạnh của hình 
vuông (cùng bằng 4) nên hình tròn tiếp 
xúc với các cạnh của hình vuông. 

b. Xét hình vuông AOBN và các điểm C, D, E 
như trên hình vẽ. Ta có OC =OD = V13 <4 
nên C và D nằm trong đường tròn. 

OE = 18 > 4 nên E nằm ngoài đường tròn. 

Có 8ô rà nhỏ bị che lắp hoàn toàn. 


A B cộng có 32 ô vuông nhỏ bị tắm bìa che lắp hoàn toàn. 


L7 dụ 9. Cho tam giác ABC cân tại A.. I là giao điểm của các đường phân giác. 
a. lầy xác định vị trí tương đối của đường thăng AC với đường tròn (O) 
ngoại tiếp tam giác BỊC. 
b. Gọi HH là trung điểm của BC, IK là đường kính của đường tròn (O). 
Chững minh rằng - c A 
AK HK 
Giải 
a. Gọi O là tâm của đường tròn ngoại tiếp 
ABIC. Các điểm I và O thuộc đường 


trung trực của BC nên A, I, O thăng B Z2 ` € 
hàng và AO L BC. 

Ta có: OCI=OIC,ICA =ÍCB nên 

OGI + ICA = OIC + ÍCB = 901. 


AC là tiếp tuyến của đường tròn. 
b. Xét ACAH, CÍ là đường phân giác trong, CK là đường phân giác ngoài. 
Theo tính chât đường phân giác: 
. (cùng bằng CÁ \ suy ra c— ho 
IH KH CH AK HK' ` 
Ví dụ 10. Cho nửa đường tròn tâm O có đường kính AB, Ax là tiếp tuyến 
của nửa đường tròn (Ax và nửa đường tròn nằm củng phía đối với AB), 
€ là một điểm thuộc nửa đường tròn, H là hình chiếu của C trên AB. 
Đường thăng qua O và vuông góc với AC cắt Ax tại M. Gọi I là giao 
điểm của MB và CH. Chứng minh rằng CI = IH. 
Giải 
Gọi N là giao điểm của BC và AM. Tam giác ABN có AO = OB. OM// BC 
P CI- TH, „, š BI % 
nên NM = MA.CH//AN => NM “MA (cũng băng BM ) mà NM =MA 
nên CI =IH. : 
Ví dụ II. Cho nửa đường tròn tâm O có đường kính AB, C là một điểm 
thuộc nửa đường tròn, H là hình chiêu của C trên AB. Qua trung điểm M 
của CH, kẻ đường vuông góc với OC, cắt nửa đường tròn tại D và E. 
Chứng minh rằng AB là tiếp tuyến của đường tròn (C; CD). 
Giải 
OC cắt DE ở K và cắt đường tròn (O) ở I. 
Ta có ACEI vuông nên: 


CE? = CLCK = 2CO.CK (1) 
ACMK ~ ACOH (g.g) 
-) = S = CO.CK =CM.CH (2) 
CO CH 


Do CH=2CM nên CH? =2CM.CH G) . 
4 " (2). (3) suy ra CE = CH. Từ đó suy ra điêu phải chứng minh. 
Ñ : 
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Ví dụ 12: Cho đường tròn tâm O đường kính AB. Gọi d và d` là các tiếp 
tuyến tại A và tại B của đường tròn, C là một điểm bắt kì thuộc d. Dường 
vuông góc với OC tại O cắt d'` ở D. Chứng minh rằng CD là tiếp tuyến 
của đường tròn (O). 

Giải 

Cách I. Kẻ OH.LCD, DO cắt d tại K. 
Dễ dàng chứng minh CK = CD, do 
đó ACKD cân tại C, Ê¡ =Õ›, suy ra 
OH = OA. Vậy H e(O). Vì CD 
vuông góc với bán kính OH tại H nên 
CD là tiếp tuyến của đường tròn (O). 

Cách 2. Kẻ OHLCD, Gọi M là trung 
điểm của CD. Hãy dùng tính chất 
đường trung bình của hình thang và 
đường trung tuyến ứng với cạnh 
huyền của tam giác vuông đẻ chứng 
minh ô= Ỗ; (cùng Bi C€OM } 


Ví dụ 13: Cho nửa đường tròn tâm O có đường kính AB. C là một điểm 
thuộc nửa đường tròn. Qua C kẻ tiếp tuyến d với nửa đường tròn. Kẻ các 
tia Ax, By song song với nhau, cắt d theo thứ tự tại D, E. Chứng minh 
răng AB là tiếp tuyên của đường tròn đường kính DE. 

Giải 
Gọi M là trung điểm của DE. Kẻ MH.L AB. 
Ta sẽ chứng minh MH = MD. 


Ta có OM là đường trung bình của hình 
thang ABED >OM//AD 


= Bo =Epqy = 2OA.MH - s0CMD 
Do OA = OC nên MH = MD. 
Từ đó suy ra AB là tiếp tuyến của đường tròn (M: MD). 

Ví dụ 14: Cho tam giác ABC cân tại Ạ có Ậ= œ, đường cao AH =h. Vẽ 


đường tròn tâm A bán kính h. Một tiếp tuyến bắt kì (khác BC) của đường 
tròn (A) cắt các tia AB, AC theo thứ tự tại B', C'. 


a. Chứng minh rằng S„w. < 8„.„. 


b. Trong các tam giác ABC có Â =ơ và đường cao AH = h, tam giác nào 
Đt tích nhỏ nhất? 


Giải 
a. Không mất tính tổng quát, giả sử B` thuộc cạnh AB và C` thuộc tỉa đôi 
cua CA Điềm H ở bên trong A ABC. Qua H kẻ đường thăng song song 
với B`C' cắt các . AB' và AC" ở Bị và C¡. 


Dễ thấy S,„«, <8, ¿.. (1). 
Ea lại có Sue <Bane, (2) 
(Thật vậy. kẻ CK / AB (K thuộc B,O, ) thì Suy, = Sueg < ñuec, ) 


Từ (1) và (2) suy ra S8 we < San: 


b. Từ cầu a) suy ra trong các tam giác ABC có Â =ơ và đường cao AH =h, 
tam giác cân tại A có diện tích nhỏ nhất. 

Ví dụ 15: Cho đoạn thăng AB. Trên cùng một nửa mặt phăng bờ AB. vẽ nửa 
đường tròn (O) đường kính AB và các tiếp tuyến Ax. By. Qua điểm M 
thuộc nửa đường tròn này, kẻ tiếp tuyến cắt Ax. By theo thứ tự tại C và 
D. Gọi N là giao điểm của AD và BC. Chứng minh rằng MN vuông góc 
với AB. 


Giải ⁄ 
Ta có Ax / By nên theo định lí Ta-lét - ứn q) 
NA AC D 
Theo tính chất hai tiếp luyến cắt nhau DB =MD, M 
ND _ MD 
AC =MC. (2).Từ (I 2 —.=.n 
(G2). #) và (A)Shy Tàn MGˆ 
Do đó MN // ÁC (định lí Ta-lét đảo). 
MN / AC, mà AC.L AB nên MN L AB. A l R 


Ví dụ 16: Cho đường tròn tâm O, điểm K nằm bên ngoài đường tròn. Kẻ các 
tiếp tuyến KA, KB với đường tròn (A. B là các tiệp điểm). Kẻ đường 
kính AOC. Ti iếp tuyến của đường tròn (O) tại C cắt AB Ở E. Chứng minh 
rằng: 


a. Các tam giác KBC và OBE đồng dạng. 
b. CK vuông góc với OE. 
Giải 

a. Ta có AK //CE (cùng vuông góc với AC). 

= BEC = A¡ = BGE = K; =OKB KB _OB Ø1. 
BE _OB ”EG "BE 

BC_ 

Ta lại có B. =B› (cùng phụ với B:) nên KBC = OBE. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra AKBC ~ AOBE (c.g.c). 


= tan BGE =t 
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b. Từ câu a) suy ra BCK = BEO. 


Gọi I là giao điểm của BC và OE, H là giao điểm của CK và OE. Xét hai 
tam giác IBE và IHC ta chứng minh được f =90°. Vậy CK L OE. 


Ví dụ I7: Cho điểm C thuộc đoạn thăng AB sao cho AC = 10 em. CB = 40 


em. Vẽ về một phía của AB các nửa đường tròn có đường kính theo thứ 
tự là AB, AC, CB và có tâm theo thứ tự là O, I, K. Đường vuông ĐÓC VớI 
AB tại C cắt nửa đường tròn (O) tại E. Gọi M, N theo thứ tự là giao điểm 
của EA, EB với các nửa đường tròn (1), (K). 
1 Chứng minh EC = MN. 
2. Chứng minh MN là tiếp tuyến chung của các nửa đường tròn (I). (K). 
3. Tính MN. 
4. Tính diện tích hình được giới hạn bởi ba nửa đường tròn. 

Giải 


Š T1 Ẳ O0 K B 


1. Ta có: BNC =90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn tâm K) 


= ENC = 90° (vì là hai góc kể bù) q) 

AMC =90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn tâm I) 

= EMC =90° (vì là hai góc kẻbù) — (2) 

AEB = 90 (nội tiếp chắn nửa đường tròn tâm O) hay MEN =90° (3). 
Từ (I ), (2). (3)—> tứ giác CMEN là hình chữ nhật EC = MN (tính chất 
đường chéo hình chữ nhật ) 


2. Theo giả thiết EC.L AB tại C nên EC là tiếp tuyến chung của hai nửa 
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đường tròn (I) và (K) => B, = €; (hai góc nội tiếp cùng chắn cung CN). 
Tứ giác CMEN là hình chữ nhật nên= Ê¡ =Ña= Bi =Ñ›.(4) Lại có 
KB = KN (cùng là bán ' kính) =tam 1 giác KBN cân tại K— B.= Ñ (5) 
Từ (4) và (5) > Ñ¡ =Ñ: mà Ñ, +Ñ: =CNB =909 


=Ñ›+Ñ:= MNK = 90° (hay MN LKN tại N 

=MN là tiếp tuyến của (K) tại N. 

Chứng minh tương tự ta cũng có MN là tiếp tuyến của (I) tại M 
Vậy MN là tiếp tuyến chung của các nửa đường tròn (1). (K). 


rủ 


Tạ có AEB =90" (nội tiếp chăn nửa đường tròn tâm O) 
+ A AEB vuông tại A có EC L AB (gU 
> BC” : AC.BG; EC” = 10.40 =400 > EC = 20 cm. 
Theo trên I:C =MN =MN = 20 em. 
Theo giả thiết AC = 10 em, BC = 40em= AB = 50cm =OA = 25em. 


La có Đụ, = HÒA” =x.28” =625m,Sịn = mÍA” = mỗ” = 2B, 


ÄkjE r.KB` = x20” = 400m. Ta có diện tích phần hình được giới hạn bởi 


bạ nữa đường tròn là S = so <Ẵnn 8q) 


8 2 (625 95m - 400) = s.2001 = 100 = 314(cm”) 


Lĩ dụ I8: Cho tam giác nhọn ABC có B=45". Vẽ đường tròn đường kính 


ÁC có tâm O. đường tròn này cắt BA và BC tại D và E. 


1 Chứng minh AE = EB. ` 
2. Gọi H là giao điểm của CD và AE. Chứng minh răng đường trung trực của 


3, 


I. ARC=90!" (nội tiếp chắn nửa đường tròn). 


tà 


. Gọi K là trung điểm của HE (1); I là 


đoạn HE đi qua trung điểm I của BH. „ 
Chứng mình OD là tiệp tuyên của đường tròn ngoại tiếp tam giác BDE. 
Giải 


= AEB = 90'(vì là hai góc kề bù). 

Theo giả thiết ABE = 45° 

=> A AEB là tam giác vuông cân tại E 
=> EÀ =EB. 


trung điểm của HB = IK là đường H 
trung binh của tam giác HBE 

=>IK /BE mà AEC =90° nên BE L HE tại E =IK L HE tại K (2). Từ 
(1) và (2) = TK là trung trực của HE. Vậy trung trực của đoạn HE đi qua 
trung điểm I của BH. 


. Theo trên [ thuộc trung trực của HE =IE = IH mà I là trung điểm của 


BH =IE = IB. ADC =90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn) 

>> BDH =90° (kề bù ADC)= tam giác BDH vuông tại D có DI là trung 
tuyến (do [ là trung điểm của BH)= ID=5 BH hay ID =IB 

=SIE = IB =ID : 

>>[ là tâm đường tròn ngoại tiệp tam giác BDE bán kính ID. 

Ta có AODC cân tại O (vì OD và ÓC là bán kính) => Bi = õ@) 

AIBD cân tại 1 (vì ID và IB là bán kính) = Ö› = B, (4) 
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Theo trên ta có CD và AE là hai đường cao của tam giác ABC =H là 
trực tâm của tam giác ABC=> BH cũng là đường cao của tam giác ABC 
=BH L AC tại F = A AEB có AFB =90° 

Theo trên A ADC có ADC = 90° = 8; = Ê, (cùng phụ BAC XS). 

Từ @), (4), (5) = Ôi = Ôzmà Õ; + ÍDH = BDC = 90° 

=. +ÍDH =900 = IDÖ 0D LID tại D =OD là tiếp tuyến của 
đường tròn ngoại tiệp tam giác BDE. 


Ví dụ 19: Già sử tứ giác ABCD có đường tròn đường kính AB tiếp xúc với 


đường thăng CD. Chứng minh rằng nếu AD // CB thì đường tròn đường 
kính CD tiếp xúc với đường thẳng AB. 
HSG lớp 9, quận Cầu Giấy Hà Nội, 2005 - 2006 
Giải 

Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB, CD. Kẻ MH, MK lần lượt 
vuông góc với AB, CD. Nêu AB // CD thì ABCD là hình thang có MN là 
đường trung bình, MN // AB //CD. B 
Suy ra Suap = ÔxAp;Đwpc = Öyục 
=— San = ÔAncp — ĐyẠp — Ôwpc 

= Đancp ~ Đưạp — Swpc = Ổucp 


= SAB.NH = s.CDMK. 


Mặt khác, đường tròn đường kính 
AB tiệp xúc với CD nên: 


MA =MB =MK = SAB. Suy ra NH =2CD= ND=NC. 


=H thuộc đường nên đường kính CD. DÃ lại có NH vuông góc với AB 
nên AB tiếp xúc với đường tròn đường kính CD. 


Dạng 4. Vị trí tương đối của hai đường tròn 5 
Ví dụ 1. Cho hai đường tròn (O), (O') có cùng bán kính, cắt nhau tại A và B. 


%4 


Kẻ cát tuyên chung DAE của hai đường tròn. De(O). E(O'). Chứng 
minh rằng BD = BE. 

Giải 
Gọi I là giao điểm của AB và OO". 
Theo tính chất của hai đường tròn 
cắt nhau, OO'.L AB và AI =IB. 
Tam giác BOO' cân tại B, BI là 
đường cao nên IO = IO'. 
Kẻ OH, IM, O*K vuông góc với DE. Ta có OH //IM //O*K và OI= IQ'" 
nên theo tính chất đường thẳng song song cách đều, ta có HM = ME. 


gÕ Ế 
tị: S 


# Ỷ 


Tam giác IHK có đường cao M là đường trung tuyến nên HI = IK. Ta lại 
có TH là dường trung bình của tam giác ABD, IK là đường trung bình của 


bún giác SE nếu ElE= . - = Vậy BD = BE. 


Lí dụ 2. Cho hai đường tròn tâm O và O` cất nhau tại A và B. Dây AB là 
cạnh của hình vuông ABCD nội tiếp đường tròn O và là cạnh của tam 
giác đều ABE nội tiếp đường tròn tâm O'. Biết bán kính của đường tròn 
nho là R. Chứng minh (O) là đường tròn lớn và tính bán kính (O). 

OA cất BO' tại I. Tính OI. 


Giải 
Trường hợp ( ) Q'ở hai phía .1B. 
Nồi OO' cặt AB tại H`>OO' là trung trực của AB 
AOB =90° = ÄOO'= 45";AO"B =120° = AO'O = 600 
Do đó OA > O°A. O'A = R (g0), AB là cạnh của tam giác đều nội tiếp 
(O'; R) =AB=R3. Gọi bán kính của đường tròn (O) là Rị, AB là 
cạnh của hình vuông nội tiếp đường tròn (O;R,) I 


2AB=R,VŠ = R5 =R,Vð © R, = THỂ, 
sẽ] 


AB là cạnh hình vuông nội tiếp (o5 


RV6 V2 _ RV3. 


2 2 2 h 
AB là cạnh tam giác nội tiếp (O':R), O°H là trung đoạn => O'H = 


—F.= ` 


OH là trung đoạn => OH = 


Do đó O'O=OH+O'H -êtR -2¬n 
Vẽ IK LOO' (KeOO'), AKOI vuông cân tại K>OK = KI, 


OI=OKV2. AO'KI là nửa tam giác đều =O'K >s 


Ta có OO' +O'K = KI =Ki-ÉÖ „o0: A 
8|. |„ 8G +1 Ẩ 
3 2 cÁ 
baạ oi 86 =8) ` \⁄ 


Trường hợp O, O' ở về một phía AB. ở 


pÉ ta có: OA > O'A; OA “BI um, HE 46) 
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Dạng 5: Chứng minh góc nội tiếp. Quỹ tích cung chứa góc 

Ví dụ I. Cho đường tròn (O: r) và hai đường kính AB và CD vuông góc với 
nhau. E là điểm bắt kì trên cung nhỏ BD (EzB; EzD) EC cắt AB ờM. 
EA cất CD ởN. ' 

a. Hai tam giác AMC và ANC có quan hệ với nhau như thê nào? Vì sao? 

b. Chứng minh AM.CN = 2r? 

c. Giả sử AM = 3MB. Tính tỉ số sò 

ĐTS I0 THPT Hải Phòng năm 1995 — I996 
Giải 

a. Vì AB.L CD nên AD = BD = AC=ŒB 

ÑAC = 2(s4ÊB + sảB©]; AMC = 2 (sdBB + sảA©) 


Suy ra NAC =AMC; ACN = ssdAD = a sảBC = MAC D 


Do đó AAMC ~ACAN 
AM _ AC 

b. AAMC ~ACAN nên ^*1 _ 
..... 


=AMCCN =AC? A = B 
Theo định lý Py-ta-go, có: 

AC? = AO? +OC?hay AC? =9r?. 

Do đó AM.CN =9r? 

c. Ta có AM + BM =2r nên 4MB = 2r— MB=~;AM -_ 


Do đó AM.CN = AC? =- CN =9r? => CN = 


Vì CN + ND =2r nên ND = ArcT=<. Vậy = —=2. 
3 ND 
Ví dụ 2: Cho đường tròn tâm O đường ảnh AB và dây cung CD (C, D 
không trùng với A,B). Gọi M là giao điểm các tiếp tuyến của đường tròn 
tại C, D; N là giao điểm của các dây cung AC, BD. Đường thăng đi qua 
N vuông góc với NO cắt DA, BC lần lượt tại E. F. Chứng minh: 
a. MN vuông góc với AB. b. NE =NF. 
Giải 
a.. Gọi P là giao điểm của AD và BC 
=N là trực tâm của tam giác PAB = PN L AB. 
Gọi giao điểm của tiếp tuyến tại D với PN là M'. 


Do PDM'= c) 


<3 Ấ 
8 “ v⁄ 
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li 


Ví 


; PDM"= DPM' =3 AM'PD cân tại M'. 

#‡MP: MD 

=+M' là trung điểm đoạn PN. 
Du đó MẺ trùng M q 
=MN L AB. 
lrên tỉa đỗi cưa tia DB lấy điểm Q sao cho 
DQ - DB => QA//NO => QA L NE 

=> A là trực tâm tam giác QEN. 

+ NA 1 QE (tại H) 

> AHNG - ACNB => NH = N€ 

=> AHNE= ACNF >NE=NF 
dự 3: Tam giác ABC nội tiếp dường tròn tâm O. Các điểm M.N.PIHlà 
diềm chính giữa của các cung AB, BC, CA. Gọi D là giao điểm của MN 
và AB. E là giao điểm của PN và AC. Chứng minh răng DE song song 
với BC 


Giải 
Cách 1. BP cắt CM tại I. Ta có A. I, N thăng hàng. 
P]C = PCI(xét cung bị chăn) nên PI = PC. 
Tương tự NỊ =NC. 
Do đó PN là đường trung trực của IC 
=-IE=CE =>; =h. 
Ta lại có Ởi =€;nên Ì =s, do đó IE // BC. 
Chứng minh tương tự, ID // BC. 
Suy ra D. I, E thăng hàng và DE // BC. 
Cách 2: (không dùng đến điểm I) 


X LUẬN 
À\\W⁄Z 


: AE AN 
N là đưẻ hân giác của AANC=>——=—— (l 
à dường phân giác của = EC NG (1) 
: AD_ AN 
ND là đưè hân giác của AANB =——=—— (2 
à đường phân giác của =- DB NB (2) 
Dễ dàng chứng minh được NB = NC (3) 
AE AD 
Từ (1). (2). (3)s —— =—: do đó DE// BC. 
ừ(1). (2). (3) suy ra EG “DB: °ođó 
dụ 4: Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (O; R). Gọi I là tâm của 
đường tròn nội tiệp tam giác đó: M, N, P theo thứ tự là tâm của các 
dường tròn bảng tiệp trong các góc A, B, C. Gọi K là điêm đổi xứng với I 
qua O. Chứng minh răng K là tâm của đường tròn ngoại tiệp tam giác 
MNP. 
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Giải 
Gọi D là giao điểm của AM với 
đường tròn (O). Chứng minh các tam 
giác DBI, DBM cân suy ra DI = DM. 
Do đó OD là đường trung bình của 
AMIK, suy ra KM = 2OD = 2R. 
Vậy M thuộc đường tròn (K; 2R). 
Tương tự đối với các điểm N và P. 

Ví dụ 5: Từ điểm M ở bên ngoài đường tròn tâm O, kẻ cát tuyến MAB đi 
qua O và các tiếp tuyến MC, MD. Gọi K là giao điểm của AC và BD. 
Chứng minh rằng: 
a. Bồn điêm B, C, M, K thuộc cùng một đường tròn. 
b. MK vuông góc với AB. 


Giải 

a. Dễ dàng chứng minh ABLCD nên 
AC= AD, do đó ACM =ABD (góc tạo ˆ 
bởi tia tiếp tuyến với dây và góc nội tiếp K 
chắn hai ¡ cung bằng r nhau). 
Tức là KCM = KBM. Tứ giác BCMK có các điểm B và C cùng nhìn KM 
dưới hai góc bằng nhau nếu bốn điểm B. C, M, K thuộc cùng một đường 
tròn. 

b. Từ câu a suy ra BMR = BCK =90°. Vậy KM L AB. 

Ví dụ 6: Cho hình bình hành ABCD có A < 90°. Đường tròn tâm A bán kính 
AB cất đường thắng BC ở điểm thứ hai E. Đường tròn tâm C bán kính 


CB cắt đường thẳng AB ở điểm thứ hai K. K 
Chứng minh răng: 
a. DE = DK; 
b. Năm điểm A, D, C, K, E thuộc cùng một đường tròn. 
Giải 
a. Các tam giác cân ABE, CBK có E&r—— $ 


B, =B; nên Ẩi= Ô,. T: Ta lại có 
Â› =Ô; nên BAE =KCD. 
ADAE= AKCD (c.g.c) nên A D 
DE = DK. 

b. ADAE = AKCD nên Ô, = ¡,mà Ô, =Ê, nên Ñ¡ =Ê¡. Suy ra D, E, K, 

C thuộc cùng một đường tròn (1). 

Mặt khác Ê, = Â: nên A, E, K, C thuộc cùng một đường tròn. (2) 

bì s4 suy ra năm điêm A, E, K, C, D cùng thuộc đường tròn đi qua 


Ví dụ 7: Cho tam giác nhọn ABC có dường cao AD. điểm M năm giữa B và 
C- Đường trung trực của BM cất AB ở E, đường trung trực của CM cắt 
AC ớE, Gọi N là điểm đối xứng với diễm M qua EE, I là giao điểm của 
NM và AI). Chứng mình răng năm diễm A, B, I. C, N thuộc cùng một 
đường tròn. 

Giải 
Ta có: EC = EM = FN nên đường tròn 
(E: FC) đi qua C,M,N. Góc CNM là 
góc nội tiếp của đường tròn (F) nên 
Lá NM - Ft= = Êu., 
Do đó A,N,C, I thuộc cùng một đường 
tròn. Vậy năm điểm A. B, I, C,N thuộc 
cùng một đường tròn. 

Vĩ dụ 8: Cho hình thang ABCD (AB // CD), O là giao điểm của hai đường 
chéo. Trên tia OA lấy điểm M sao cho OM = OB. Trên tia OB lấy điểm 
N sao cho ON = OA. Chứng minh rằng : 

a. Bốn điểm D, M,N, C thuộc cùng một đường tròn; 


b. ACN =BDM. 


Giải 

a. AOMN = AOBA (c.g.c) nên OMN =OBA. 
Ta lại có OBA =ODC 
Do đó bốn điểm D, M,N, C thuộc cùng một 
đường tròn (dựa vào cung chứa góc). 

b. Suy ra từ câu a. 

Ví dụ 9: Cho tam giác ABC (AC > AB). Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác 
đó tiếp xúc với AB, BC Ở D. E. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của 
AC, BC. Gọi K là giao điểm của MN và AI. Chứng minh răng : 

a. Bốn điểm I, E, K, C thuộc cùng một đường tròn; 
b. Ba điểm D, E, K thẳng hàng. 


Giải 
a. MN//AB Si =Âi =Â¿ >KM= AM=MC 
>> AKC = 90°. 


Ta có IEC = 901. Nụ 
Suy ra I, E, K, C thuộc đường tròn có đường kính IC. bẻ 
b. Từ câu a suy ra GEKR =CRI = Â› +Ê = am =901 củ () 


Mặt khác, A BED cân BED = 90° ->=GEÐ ~90% tố: (2) 
r$ếc 
Tử (1) và (2) suy ra CEK + CED =180°,do đó D, E, K thắng hàng. 


AP” F 


Ví dụ 10: Cho tam giác ABC đường cao AH, đường trung tuyến AM (H. M 
phân biệt và thuộc cạnh BC) thoả mãn BAH = MAC. Chứng minh rằng 
BAC =90. 

Giải A 
Gọi E là trung điểm của AB. 
Ta có Ñh =Â¡ = Âz =Ña nên bốn điểm E 
A,M,H, E thuộc cùng một đường tròn. 
Suy ra AEM = AHM =90!, B HH M C 
Do EM// AC nên BAC =901. 

Dạng 6: Chứng mình tứ giác nội tiếp, ngoại tiếp 

Ví dụ I. Cho A ABC nhọn nội tiếp đường tròn (O) với hai đường cao AD và 
CE cắt nhau tại trực tâm H. Kẻ đường kính BM của (O). Gọi I là giao 
điêm của BM và DE, K là giao điểm của AC và HM. š 
a. Chứng minh rằng: các tứ giác AEDC và CMID là các tứ giác nội tiếp. 
b. Chứng minh rằng: OK L AC. 

Giải 

a. Theo giả thiết ABC = ADC =909. 

Tứ giác AEDC có hai đỉnh kề D và E 
cùng nhìn đoạn AC dưới một góc 90 
nên nội tiếp đường.tròn  BAC = BDE 
(cùng bù với EDC), mà BAC =-BMC 
(góc nội tiếp chăn BG). 

Vậy BDE =BMC nên tứ giác DIMC nội tiếp đường tròn. 

b. BM là đường kính của (O) nên BAM= BCM=90° (chắn nửa đường 
tròn). Suy ra HC // AM (cùng L AB) và HA // CM (cùng 1 BC) nên 
AMCH là hình bình hành = K là trung điểm của đường chéo AC. Vậy 
OK 1L AC (quan hệ đường kính và dây cung). 

Ví dụ 2: Cho nửa đường tròn (O; R) đường kính AB. Kẻ tiếp tuyến Bx và 
lây hai điểm C và D thuộc nửa đường tròn. Các tia AC và AD cắt Bx lần 
lượt ở E, F (F ở giữa B và E). 

1 Chứng minh AC. AE không đổi. 

2. Chứng minh ABD = DFB. 

3. Chứng minh rằng CEFD là tứ giác nội tiếp. 
Giải 

1. C thuộc nửa đường tròn nên ACB =90°( nội tiếp chắn nửa đường tròn) 

tản 


ø lấy 


90” 


“ 


AI: 90'(8x là tiếp tuyến) 

=> tam giác ABI vuông tại B có BC là 
đường cao 

=+ AC,AR- AB” (hệ thức giữa cạnh và 
dường cao), mà AB là đường kính nên 
AH -- 3R không đôi do đó AC.AE không 
dõi. 


ử ( 3 
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AADB có ADB = 90°(nội tiếp chăn nửa đường tròn). 
= ABD + BAD = 90” (vì tổng ba góc của một tam giác bằng 180”) (1) 
AABI có ABE = 90 (BE là tiếp tuyến). 
= AFB +BAF=90' (vì tông ba góc của một tam giác bằng 180)) (2) 
Từ(1)›và@) =© ABD = DFB (cùng phụ vị với BAD) 
Ä, Tử giác ACDB nội tiếp (O) = ABD + ÁCD =180". 
ECD+ ACD =180°(vì là hai góc | kẻ bù) 
= ECD= ABD (cùng t bù với AGD). 
Theo trên ABD=DFB = EŒD=DFB. Mà EFD+DFB=180'(vì là 
hai góc kẻ bù) nên suy ra BCD + EED = 180". mặt khác ECD và EFD là 
hai góc đôi của tứ giác CDFEE do đó tứ giác CEFD là tứ giác nội tiếp. 

Ví dụ 3: Cho đường tròn tâm O đường kính AB và điểm M bắt kì trên nửa 
dường tròn sao cho AM < MB. Gọi M' là điểm đối xứng của M qua AB 
và S là giao điểm của hai tia BM, MA. Gọi P là chân đường vuông góc 
từ S đến AB. 

I. Chứng minh bốn điểm A, M, S, P cùng nằm trên một đường tròn 
2. Gọi SI là giao điểm của MA và SP. Chứng minh răng tam giác PS'M cân 
3. Chứng minh PM là tiếp tuyến của đường tròn. 

Giải 

1. Ta có SPLAB (g)= SPA =90°:AMB=90° (nội tiếp chắn nửa đường 
tròn) = AMS = 90°. Như vậy P và M cùng nhìn AS dưới một góc bằng 
90° nên cùng nằm trên đường tròn đường kính AS. 

Vậy bốn điểm A,M, S, P cùng nam trên một ¡đường tròn. 

2. Vì M' đối xứng M qua AB mà M nằm 

trên đường tròn nên M' cũng nằm trên 

đường tròn= hai cung À AM và AM' có 
số đo bằng nhau = AMM'=AM'M 

(Hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng 

nhau) (I). Cũng vì M'ˆ đối xứng M qua 

AB nên MM' L AB tại H 

=MM' // SS' (cùng vuông góc với AB) 


=> AMM' =ÄS1!S; AM'M =ASS' (Vì so le trong) (2). 
= Từ (I) và (2) = Ã§'§=AS§' 
Theo trên bôn điểm A. M, §, P cùng năm trên một đường tròn 
= ASP=AMP (nội tiếp cùng chắn AP ) 
= AS'P=AMP = tam giác PMS' cân tại P. 
3. Tam giác SPB vuông tại P; tam giác SMS' vuông tại M= B, =S', (cùng 
phụ với Š). (3) Tam giác PMS' cân tại P §) =M, (4) 
Tam giác OBM cân tại O (vì có OM = OB = R) = B, =M; (5). 
Từ (3), (4) và (5) = M; =M; = Mi +M, =M, +M, 
mà Mạ +M, =AMB=90° nên suy ra MỊ +M¿ = PMO =90° =PM I.OM 
tại M—>PM là tiêp tuyên của đường tròn lại M 
Ví dụ 4: Cho tam giác ABC (AB = AC). Cạnh AB, BC, CA tiếp XÚC Với 


đường tròn (O) tại các điểm D, E, F. BF cắt (O) tại I. DI căt BC tại M. 
Chứng minh 
1. Tam giác DEF có ba góc nhọn. 2. DF //BC. 
bu k2 8e guế BD_ BM 
3. Tứ giác BDFC nội tiếp. 4. CB CF 
Giải 
1. (HD) Theo tích chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có AD = AF 
= tam giác ADF cân tại A A 
= ADF = AFD <90° = sđ cung DF < 1809 
= DEF <90° (vì góc DEF nội tiếp chắn cung DE). 
Chứng minh tương tự ta có: 
DFE < 90°: EDF < 909. D F 
Như vậy tam giác DEF có ba góc nhọn. 
2. Ta có AB = AC (gt); AD = AF (theo trên) 
AD AF 
“TT hac” DF //BC. ứ - EE— 
3. DFZZBC= BDFC là hình thang lại có B = Ê(vì tam giác ABC cân) 
=BDFC là hình thang cân do đó BDFC nội tiếp được một đường tròn. 
4. Xét hai tam giác BDM và CBF. Ta có DBM = BGF (hai góc đáy của tam 
giác cân). BDM = BFD (nội tiếp cùng chắn cung DỊ); 
BD _BM 


D = BDM =ẾBF. = ABDM = ACBE 
Ầ 8 = =ABDM= tR* 


Ví dụ Š: Cho tam giác ABC vuông ở A (AB > ÁC), đường cao AH. Trên 
nửa mặt phăng bờ BC chứa diễn A.Vẽ nửa đường tròn đường kính BH 
cät AB tại E. Nửa đường tròn đường kính HC cắt AC tại E. 

1 Chứng minh AFHE là hình chữ nhật. 

2. HỊ-EC là tứ giác nội tiếp. 

3. Chứng minh AE. AB = AF. AC. 

4. Chứng minh F:F là tiếp tuyến chung của hai nửa đường tròn. 
Giải 

1. Ta có : BH = 90” (nội tiếp chắn nửa đường tròn) = AEH =90" (vì là hai 
góc kể bù). (1) CFH = 90” (nội tiếp chắn nửa đường tròn) 

+ AFH=90°" (vì là hai góc kể bù).(2) EAF =90°(Vì tam giác ABC 
vuông tại A) (3). 
Từ (1), (2), (3) = tứ giác AFHE là hình chữ nhật (vì có ba góc vuông). 

2, Tứ giác AFHE là hình chữ nhật nên nội 
tiếp được một đường tròn = Ẽ = H, (nội 
tiếp chấn cung AE) theo giả thiết 
AH.LBC nên AH là tiếp tuyên chung 
của hai nửa đường tròn (OI) và 
(O›)= B, = H, (hai góc nội tiếp cùng k2 
chăn cung HE) - 
= B, =F, = EBC + BFC = AFE+ FC mà AFE + EEC = 180" (vì là hai 
góc kể bù) = EBC + EFC = 180° 
Mặt khác EBC và EF© là hai góc đối của tứ giác BEFC do đó BEFC là 
tứ giác nội tiếp. 

3. Cách I:Xét hai tam giác AEF và ACB ta có Â=90° là góc chung; 
AFE-= ABC (theo chứng minh trên) 

: AE AF 
= AARF ~ AACB=—— =—— = AE.AB = AF.AC. 
AC AB 

Cách 2:Tam giác AHB vuông tại H có HE.L AB 
=> AH= AE.AB(*).Tam giác AHC vuông tại H có HF L AC 
= AH= AF.AC (**). Từ (*) và (**) = AE. AB = AF. AC 

4. Tứ giác AFHE là hình chữ nhật—>IE =IH 
=> AIEH cân tại I= E, =H,;AO¡EH cân tại O¡ (vì có O¡E và O¡H 
cùng là bán kính) 
= Ế =H; = E,+fÊ=H; +, mà H, +H; = AHB =90° 
= É, + É, =O,BF =90° =O,E L BF. Chứng minh tương tự ta cũng có 
O;E L EF. Vậy EF là tiếp tuyến chung của hai nửa đường tròn. 
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Ví dụ 6: Cho tam giác cân ABC (AB = AC, Â <90°), một cung tròn BC 
nằm bên trong tam giác ABC và tiếp xúc với AB, AC tại B và C. Trên 
cung BC lấy một điểm M rồi hạ các đường vuông góc MI. MII. MK 
xuống các cạnh tương ứng BC, AB, CA. Gọi P là giao điểm của MB. IK 
và Q là giao điểm của MC, IH. . 

a. Chứng minh răng các tứ giác BIMK, CIMH nội tiệp được. 

b. Chứng minh rằng tia đối của tia MI là phân giác góc HMK. 

c. Chứng minh rằng tứ giác MPIQ nội tiếp được. Suy ra PQ song song với 
BC. 

d. Gọi (O,) là đường tròn qua M, P, K, (O, ) là đường tròn qua M. Q, HH; N 
là giao điểm thứ hai của (O,).(O, ) và D là trung điểm của BC. Chứng 
minh rằng M, N, D thăng hàng. 

ĐTS 10 THPT Hà Nội năm 1994-— 1995 
Giải 

a.. MIB=90°,MKB =90°(MI.LBC, MK L AB). Do đó tứ giác BIMK nội 
tiếp được đường tròn.Tương tự ta cũng có tứ giác MICH nội tiếp được 
đường tròn. 

b. AB= AC (gt) = ABC = ÁCB 
Gọi tia đối của tia MI là Mx, các tứ giác BIMK, MICH nội tiếp nên: 

IMH =180° - ACB;IMK =180° - ABC Ạ 
Do đó: ÍMH =IMK 
Suy ra KMx =180° - [MK =180° -IMH = HMx 
Vậy Mx là tia phân giác của góc HMK. 
c.. Theo kết quả của câu a. ta có: KBM = KIM. 


Mà KBM = HCM = 2 sdBN). 


Suy ra KIM =BCM. 

Chứng minh tương tự ta cũng có: 

HIM =GBM 

AMBC có: BCM + CBM + BMC = 180° 

Do đó: KIM+HIM+PMQ=l180" — ø 

= PI9 + PMQ = 1800 = tứ giác MPIQ nội tiếp 

= MP =- MIH  MPQ = MBC = PQ // BC. 
d. Vẽ Py là tia tiếp tuyến của đường tròn (O,) (tia Py nằm trên nửa mặt 

phẳng bờ PM không chứa điểm K). 

Ta có: ẾPM - MP | - 2 54M ] mà KPM - MPQ 
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Do dó: MDy -MPQ -+ Hai tỉa Dy và PQ trùng nhau PQ là tiếp tuyến 
của (O,). Chứng minh tương tự. có PQ là tiếp tuyên của (O,). 


Gói T: là giao `. của MN và PQ:AEPM ~AI:PN (PEM chung và 


= nh EM _EP h 
"PM - PNE= =——= RP” =EM.EN. 
EBPM -PN BP TÊN » 


Chứng minh tương tự ta cũng có: RQ” - EM.EN 

Suy ra EP” =EQ” = EP = EQ =E là trung điểm PQ. 

Gọi E` là giao điểm của MP và PQ.Tam giác MBD có 

= ng = Mp- Tương tự ta có: n = mm mà BD = CD (gt) 
Suy ra PE'=E'Q => E` là trung điểm PQ. 

Vậy: E=E`. Do đó P. E. M,N thăng hàng. Vậy M, N, D thăng hàng. 

Lƒ dụ 6: Cho tam giác AB (AC > AB: BAC >90°). I, K theo thứ tự là các 
trung điêm của AB, AC. Các dường tròn dường kính AB. AC cất nhau 
tại điểm thứ hai D: tia BA cắt đường tròn (K) tại điểm thứ hai E. tia CA 
cắt dường tròn (1) tại điểm thứ hai E. 

a. Chứng minh ba điểm B. C. D thăng hàng. 

b. Chứng minh tứ giác BFEC nội tiếp được. 

c. Chứng minh ba đường thắng AD, BF, CE đồng quy. 

d. Gọi H là giao điểm thứ hai của tỉa DE với đường tròn ngoại tiếp tam giác 
AEE. Hãy so sánh độ dài các đoạn thăng DH. DE. 

ĐTS 10 THPT Hà Nội năm 1995 — 1996 
Giải 
a. BDA=90° (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn tâm l). 
Tương tự cũng có: 
ADC =90°; AD L BD (BDA =90°); AD.LDC (ADC =90") 
=B.D. C thăng hàng. 


PI` BD 


b. Ta có: BFC =90° (góc nội tiếp chăn nửa 
đường tròn). 
Tương tự cũng có: CEB = 90" 
E và F cùng nhìn BC dưới góc 90” nên 
B. E. I:, C cùng nằm trên một đường tròn 
(quỹ tích cung chứa góc). 
= Tứ giác BFEC nội tiếp được. 


c. A ABC có AD, BE, CE là ba đường cao (vì AD L BC, BF.L AC. CE.L 1B). 


d. 


Do đó ba đường thăng AD, BF, CE đồng quy. 
Giả sử AD, BF, CE đồng quy tại Q. 


ABF =ADF (hai góc nội tiếp cùng chắn cung AF). 

BDQ = BEQ = 90° = Tứ giác BQED nội tiếp— QBE = QDE 

Tứ giác AFQE nội tiếp (AFQ = AEQ = 90°) = O e AQ. 

Do đó MDO = NDÖ 

Xét AMDO (DMÔ =90°) và ANDO (DNO =90°) có: OD chung. 
MDO = ÑDÔ. Do đó AMDO =ANDO (cạnh huyền góc nhọn) 

=DM =DN, OM =ON;OM = ON 

=HF = EP (P là giao điêm của DE với (O) (P không trùng E) 


HM =2 HF (vì OM LHP), EN =EP (vì ON LEP) 
Suy ra: HM = EN.Do đó: DM + HM =DN + EN =DH = DE. 


Ví dụ 7: Cho nửa đường tròn đường kính AB = 2r. C là trung điểm cua cung 


= 


- A AFC =ABEC=.CE = CF nên AECF cân ở C. 


.- BDIà là tiếp tuyến nên BD .L AB 


AB. Trên cung AC lấy điểm F bất kì. Trên dây BF lấy điểm E sao cho 
BE = AF. 


- Hai tam giác AFC và BEC quan hệ với nhau như thế nào? Tại sao? 
. Chứng minh EFC là tam giác vuông cân. 
. Gọi D là giao điểm của đường thăng AC với tiếp tuyến tại B của nửa 


đường tròn. Chứng minh BECD là một tứ giác nội tiếp. 


. Giả sử F chuyển động trên cung AC. Chứng minh răng khi đó E chuyển 


động trên một cung tròn. Hãy xác định cung tròn và bán kính cua cung 
tròn đó. 
ĐTS 10 THPT Hải Phòng năm 1995— 1996 
Giải 
AC =BC (vì C là trung điểm của cung AB) = AC = CB. 
Xét AAFC và ABEC có AC = CB; FAC = EBC (hai góc nội tiếp ĐP 
chắn cung FC); AF = BE.Do đó AAFC = =ABECc.g.c) 


Vì ẾFE=45° =CEF 
=> FGB = 1801 - (CFE + CEE) = 1800 - 90° = 90° 
Do đó tam giác ECF vuông cân ở C. 


= ABD = 900 

Vì DAB=45° (góc nội tiếp chắn 
cung BC) nên tam giác BAD 
vuông cân tại B. 


ˆ^ ° B 


9%6` 


=> ADB=15 : 

FBC = 45" (AECF vuông cân). 

Lử giác BI:CD có ADB = FEC(- 45"); ADB + CEB = 180” nên nội tiếp được. 
BD cô định.F: thuộc dường tròn đường kính BD. 

BD = AB=2r; Ƒ=A=E=B và FsC= EsC. 

Do đó suy ra răng E chuyên động trên cung nhỏ BC của đường tròn 
đường kính BD, tâm là trung điểm BD bán kính r. 


Ví dụ 8: Cho hai đường tròn (O,,R,) và (O,,R„) cắt nhau tại hai điểm I, P. 


1. 
. gọi K là trung điểm EF. Chứng minh O,PKO, là tứ giác nội tiếp. 


`... 


lo 


Cho biết R,<R,và O,.O, khác phía đối với đường thăng IP. Kẻ hai 
đường kính IE. IF tương ứng của (O,.R,) và (O,,R,). 
Chứng minh E, P. F thăng hàng. 


- Tia IK cất (O,,R,) tại điểm thứ hai là B. đường thăng vuông góc với IK 


tại I cắt (O,,R,) tại điểm thứ hai là A. Chứng minh IA = BE. 

TS lớp 10 Toán — Đại học Vinh năm 2009 -2010 (vòng 1) 

Giải 

Vị IE là đường kính của (O,,R,)nên IPE=90° 
Tương tự IPE =90°. Từ giả thiết ta có: E. F nằm về hai phía của P. Suy 
ra EPE =180° hay E, P, F thăng hàng. 
Ta có: AO,IO, = AO,PO,(c.c.c) nên Õ,IO, =O,PO, (1) 
Mặt khác, O,K,O,K là các đường trung bình của tam giác IEF nên 
1O,KO, là hình bình hành.Do đó O,IO, =O,KO, (2) 
Từ (1) và (2) suy ra Õ,PO, =O,KO, , hay O,PKO, là tứ giác nội tiếp. 
1A cắt (O,,R;) tại điểm A' (khác ]). 
Ta có tứ giác IBFA'" là hình chữ nhật, nên BF =1A' G). : 
Mặt khác. IK // AE và A'F, K là trung điểm. của EF nên I là trung điểm 
của AA". Hay là IA = IA'. (4). Từ (3) và (4) suy ra IA = BE. 


Dạng 7: Các bài toán tổng hợp 
Ví dự 1: Cho hai đường tròn (OI) và (O›) cắt nhau tại A và B. Tiếp tuyến 


chung gần B của hai đường tròn lần lượt tiếp xúc với (OI) và (O›) tại C 
và D. Qua A kẻ đường thăng song song với CD, lần lượt cắt (O¡) và (O›) 
tại M và N. Các đường thăng BC, BD lần lượt cắt đường thăng MN tại P 
và Q: các đường thẳng CM và DN cắt nhau tại E. Chứng minh rằng: 

. Đường thăng AE vuông góc với đường thằng CD; 


2. Tam giác EPQ là tam giác cân. 


Đề thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hải Dương, 2004 — 2005 
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Giải 
1. DoMN /CD nên EDC =ENA, mặt khác CDA = DNA (cùng chấn DA ). 
Suy ra EDC = €DA hay CD là phân giác của EDA. 
Tương tự, CD cũng là phân giác của ECA. 
Suy ra A và E đối xứng nhau qua CD (các 
bạn tự chứng minh) 
=AEBLCD. 


2. Do PQ//CD nên AELPQ. (*) 
Gọi I là giao điểm của AB và CD thì: 


AAID ~ ADIB (chung AIDvà ÍAD=[DB do cùng chắn DB) SuY ra 
= ID? =IA.IB. 


Tương tự, IC? =IA.IB, suy ra IC? =ID? >IC =ID. Ta có AI, CP. DQ 
đồng quy tại B, PQ // CD và I là trung điểm của CD, A thuộc PC suy ra 
A là trung điểm của PQ.Kêt hợp với (*)suy ra AE là trung trực :ủa PQ 
và EPQ là tam giác cân tại E. : 

Ví dụ 2: Cho nửa đường tròn tâm O, đường kính BC. Điềm A thuộc nửa 
đường tròn đó. Dựng hình vuông ABED thuộc nửa mặt phăng ›ờ AB, 
không chứa đỉnh C. Gọi F là giao điêm của AE và nửa đường tròn (O). 
Gọi K là giao điểm của CFvàED.  _ 

a. Chứng minh răng 4 điểm E, B, F, K năm trên một đường tròn. 
b. Chứng minh răng BK là tiệp tuyên của (O) 
c. Chứng minh răng F là trung điểm của CK. 

Giải 

a. Tacó KEB=90. Mặt khác BFC =90° (góc nội tiếp chắn giữa đường tròn). 
Do CF kéo dài cắt ED tại D BFK=90° =E, F thuộc đường tròn 
đường kính BK hay 4 điêm E, F, B, K thuộc đường tròn đường kí:h BK. 

b. BOF= BAF. D 
Mà BAF= BAE=45°= BFC=459 
Tacó BKF= BEEF. 

Mà BEF= BEA =45° E 

(EA là đường chéo của hình 

vuông ABED) 

= BKF =45°. 

Vì BKC = BGK =45° 

= Tam giác BCK vuông cân tại B. 
> đi = BK là tiêp tuyên của (O). 


c. b tại F —F là trung điểm. B € 


Vĩ dụ 3: Cho đường tròn (O) dường kính AB. Từ một điểm C thuộc đường 
tròn (O) kẻ CHÍ vuông góc với AB (C khác A và B; H thuộc AB). Đường 
tròn tâm € bán kính CH cắt đường tròn (O) tại D và E. Chứng minh DI: 
đi qua trung điểm của CHỊ. 

Giải 
Gọi K giao điểm của DE và CH 
Ta có: OC L DE (tính chất đường nỗi tâm) 
=> A CKI và A COH đồng dạng (g—g) 
=>» CK;CH =C]J,CO(1) 
:+ 2CK.CH = CJ.2CO = CJI.CC' mà A 
CỊ:C' vuông tại E có E1 là đường cao 
=› CJ.CC' = CE” = CHỶ 
=›» 2CK.CH = CHỈ” 
C04 226,/i 
=› K là trung điểm của CH. 

Ví dụ 4: Cho đường tròn (O; R) đường kính AB. Kẻ tiếp tuyến Ax và lấy 
trên tiếp tuyến đó một điểm P sao cho AP > R, từ P kẻ tiếp tuyến tiếp xúc 
với (Ö) tại M. 

1. Chứng minh rằng tứ giác APMO nội tiếp được một đường tròn. 

. Chứng minh BM /OP. 

Đường thăng vuông góc với AB ở O cắt tia BM tại N. Chứng minh tứ 

giác OBNP là hình bình hành. 

4. Biết AN cắt OP tại K, PM cắt ON tại I; PN và OM kéo dài cắt nhau tại J. 
Chứng minh I, J, K thắng hàng. 


G2 b2) 


Giải 
1. (HS tự làm) 
„Ta có ABMnội tiếp chắn cung AM; AOM là góc 
ở tâm chắn chung AM= AMB == () 


k9 


OP là tia phân giác AOM(tính chất hai tiếp 
tuyên cắt nhau) AOP= nh (2). 


Từ (1) và (2) = ABM = AOP (3) 
Mà ABMvà AOP là hai góc đồng vị nên suy ra BM // OP. (4) 
3.. Xéthai tam giác AOP và OBN ta có: PAO =90° (vì PQ là tiếp tuyến); 
NOB =90° (gt NO L AB) 
=» PAO = NOB = 90°;OA =OB = R; ÃOP =OBN (theo (3)) 
=> AAOP = AOBN =OP = BN (5). Từ (4) và (5) 
Ez OBNP là hình bình hành (vì có hai cạnh đôi song song và băng nhau). 
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š 


Là 


4. Tứ giác OBNP là hình bình hành —PN // OB hay PỊ ⁄ AB. mà 
ON.LAB=ON LPJ. Ta cũng có PM.L OJ (PM là tiếp tuyến), mà ON và 
PM cắt nhau tại I nên I là trực tâm tam giác POI (6). Dễ thấy tứ giác 
AONP là hình chữ nhật vì có PAO = AON -.ONP = 90° => K là trung 
điểm của PO (tích chất âL đường chéo hình chữ nhật) (6). AONP là hình 
chữ nhật —> APO = NOP (so le) (7). Theo tích chất hai tiếp tuyến cắt 
nhau, ta có PO là tia phân giác APM = APO = MPO (8). Từ (7) và (8) 
= AIPO cân tại I có IK là trung tuyến đồng thời là đường cao 
=> IK1PO. (9) 

Từ (6) và (9) = I, J, K thăng hàng. 

Ví dụ 5: Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB và điểm M bất kì trên 
nửa đường tròn (M khác A, B).Trên nửa mặt phẳng bờ AB chứa nửa 
đường tròn kẻ tiếp tuyến Ax. Tia BM cắt Ax tại Ï; tỉa phân giác của tóc 
IAM cắt nửa đường tròn tại E; cắt tia BM tại E, tia BE cắt Ax tại II. cất 
AM tại K. 

1. Chứng minh rằng: EFMK là tứ giác nội tiếp. 

2. Chứng minh rằng: AI? =IM.IB. 

3. Chứng minh BAF là tam giác cân. 

4. Chứng minh rằng : Tứ giác AKFH là hình thoi. 

5. Xác định vị trí M đẻ tứ giác AKFI nội tiếp được một đường tròn. 
Giải 

1. Ta có : AMB =90 (nội tiếp chắn nửa đường tròn) 
= KMF =90_ (vì là hai góc kể bù). 

AEB = 90 (nội tiếp chắn nửa đường tròn) 
= KBEE = 90 (vì là hai góc kể bù). 
KMF+KEF =1809. 

Mà KME và KEF là hai góc đối diện 
của tứ giác EFMK do đó EFMK là tứ giác 
nội tiếp. 

2. Ta cóI[ÃB =90 (vì AI là tiếp tuyến) 
= AAIB vuông tại A có AM L IB (theo trên). 
Áp dụng hệ thức giữa cạnh và đường cao 
= A =IMIB. 

3. Theo giả. thiết AE là tia a phân gi. giác góc IAM 
= IAE=MAE= AB=MÊ;ABE = =MBE(hai góc nội tiếp chăn hai 
cung bằng nhau) = BE là tia phân giác góc ABE. (I). 

Theo trên ta có BE là đường cao của tam giác ABF (2). Từ (l) và (2) 
= s4” tam giác cân tại B. 
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4. HAE là tam giác cân. tại B có BE là đường cao nên đồng thời là đường 


sa 


Ị 


trung tuyên => E là trung điểm của AE. (3). Từ BELAF =AF LIHIK 
(1). theo trên AE là tia phân giác góc IAM hay AI là tia phân giác 
HAK (5). Từ (4) và (5) =HAK là tam giác cân tại A có AE là đường 
các nên đồng thời là đường trung tuyến =E là trung điểm của HK. (6). 
Từ(3). (4) và (6) = AKFH là hình thoi (vi có hai đường chéo vuông góc 
với nhau tại trung điểm của mỗi dường). 
Theo trên AKFH là hình thoi =HA // FH hay IA /FK =tứ giác AKFI 
là ình thang. Để tứ giác AKFI nội tiếp được một đường tròn thì AKFI 
ph¿i là hình thang cân. AKFI là hình thang cân khi M là trung điêm của 
curg AB.Thật vậy: M là trung điểm của cung AB 
-> ABM > MAI = 45" (tích chất góc nội tiếp) (0. 
Tan giác ABI vuông tại A có ABI= 45" = AIB = 45" (8). 
Từ 7) và (8) = IAK=AIF=4ã" 
z> AKFI là hình thang cân (hình thang có hai góc đáy bằng nhau). Vậy 
khi M là trung điểm của cung AB thì tứ giác AKFI nội tiếp được một 
đương tròn. 
7 dụ 5: Cho tam giác ABC vuông ở A. Trên cạnh AC lấy điểm M. dựng 
đường tròn (O) có đường kính 
MC. đường thắng BM cắt đường tròn (O) tại D. Đường thăng AD cất 
đường tròn (O) tại S. 
Chng minh ABCD là tứ giác nội tiếp. 
Chĩng minh CA là tia phân giác của góc SCB. 
Gọi E là giao điểm của BC với đường tròn (O). Chứng minh rằng các 
đương thăng BA, EM, CD đồng quy. 
Chng minh DM là tia phân giác của góc ADE. 
Chíng minh điểm M là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ADE. 

Giải 
. Ta có €AB = 90°(vì tam giác ABC vuông tại A); MDC = 90” (góc nội tiếp 
chin nửa đường tròn) = CDB =90 như vậy D và A cùng nhìn BC dưới 
mệt góc bằng 90 nên A và D cùng nằm trên đường tròn đường kính BC 
=> ABCD là tứ giác nội tiệp. c 
Trường hợp 1:ABCD là tứ giác nội tiếp 
>>) =Ê; (nội tiếp cùng chắn cung AB). 
Ồ¡=Ô› = SM= EM 
=Ẽ; =Ê; (hai góc nội tiếp đường tròn 
(O' chắn hai cung bằng nhau)= CA là tia 
phìn giác của góc SCB. F 


Trường hợp 2: ABC =CME (cùng phụ ACB); ABC =CDS (cùng bù ADC 


Ví 


. Ta có MEC=90° (nội tiếp chăn nửa 


._ Xét hai tam giác ABC và EDB 


=GME=GD§ =CE=CS =SM = EM >SCM = ECM CA là tia phân 
giác của góc SCB. 

Xét ACMB ta có BA.LCM; CD 1L BM: ME L BC như vậy BA, EM, CD 
là ba đường cao của tam giác CMB nên BI, EM, CD đông quy. 

Theo trên ta có SM = EM= Ôi = Ô› 
=DM là tia phân giác của góc ADE.( I ) 


_¬. 0 
đường tròn (O)) => MEB =90. 
Tứ giác AMEB có MAB = 90°; MEB = 90° 
= MAB+MEB = 180°mà đây là hai góc 
đôi nên tứ giác AMEB nội tiêp một đường 
tròn => rẺ = B› } , 
Tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp 
= Âi=B; (nội tiếp cùng chắn cung CD) 
=> Âi =Â› = AM là tia phân giác của góc DAE (2). 
Từ () và (2) ta có M là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ADE 
dụ 7: Cho tam giác ABC vuông ở A và một điêm D năm giữa A và B. : 
Đường tròn đường kính BD cặt BC tại E. Các đường thăng CD. AI: lân 
lượt căt đường tròn tại F. G. Chứng minh : 
1. Tam giác ABC đông dạng với tam giác EB 
2. Tứ giác ADEC và AFBC nội tiệp. 
3.AC//FG. l 
4. Các đường thăng AC, DE, FB đông quy. 
Giải 


Ta có BAC=90°( vì tam giác ABC 
vuông tại A); DEB =90°( góc nội tiếp 
chăn nửa đường tròn ). 

= DEB = BAC =90°: lại có ABC là góc chung= ADEB ~ ACAB. 


2. Theo trên DEB = 90° = DEC = 90° (vì hai góc kề bù); BAC = 90° 


d4) 


(vì AABC vuông tại A) hay DAC =90° = DEC + DAC = 180° mà đây là 
hai góc đối nên ADEC là tứ giác nội tiếp. 

* BAC=90°(vì tam giác ABC vuông tại A): DFB=90°(góc nội tiếp 
chăn nửa đường tròn ) hay BFC = 90° như vậy F và A cùng nhìn BC dưới 
một góc bằng 90 nên A và F cùng nằm trên đường tròn đường kính BC 
=AFEC là tứ giác nội tiếp. 
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3 Theo trên ADEC là tứ giác nội tiếp = Êà = Ôilại có Êu = Ê = Ê =C. 
mà đây là hai góc so le trong nên suy ra AC //FG. 

4. ID) Dễ thấy CA. DE. BE là ba đường cao của tam giác DBC nên CA. 
DỊ: BE đông quy tại S. 

Ví dụ 8: Cho tam giác đều ABC có đường cao là AH. Trên cạnh BC lấy 
điểm M bắt kì ( M không trùng B, C, H ); từ M kẻ MP, MO vuông góc 
với các cạnh AB. AC. 

1. Chứng minh APMQ là tứ giác nội tiếp và hãy xác định tâm O của đường 
tròn ngoại tiệp tứ giác dó. 

2. Chứng mỉnh rằng MP + MQ = AH. 
Chứng minh OH L PQ. 

Giải 

1. Ta có MPL AB (g0) 


:> APM =90”: MQ L AC (gU 

:> AQM =90" như 

Vậy P và Q cùng nhìn BC dưới một góc 
bằng 90° nên P và Q cùng năm trên đường B 
tròn đường kính AM=>APMQ là tứ giác 

nội tiếp. 

Vì AM là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tứ giác IPMQ tâm O của 
đường tròn ngoại tiếp tứ giác APMQ là trung điểm của AM. 


2. Tam giác ABC có AH là đường cao = 8,„- = SBC.AH. 


Tam giác ABM có MP là đường cao = 8,¡e = 3AB.MP. 


Tam giác ACM có MQ là đường cao = 8„¡ị =SACMQ, 


Ta có Ba +8,ay =B,„c 3AB.MP + h AC.MQ= 5 BC.AH 


>>» AB.MP + AC.MQ = BC.AH. Mà AB = BC = CA (vì tam giác ABC 
đều) =MP + MQ = AH. 

3. Tam giác ABC có AH là đường cao nên cũng là đường phân giác 
= HAP =HAQ =HP = HQ (tính chất góc nội tiếp ) = HOP = HOQ 
(tính chất góc ở tâm) =OH là tia phân giác góc POQ. Mà tam giác POQ 
cân tại O ( vì OP và OQ cùng là bán kính) nên suy ra OH cũng là đường 
cao =>=OH LPQ. 
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Ví dụ 9: Cho đường tròn (O) đường kính AB. Trên đoạn thăng OB lấy diễm 
H bất kì (H không trùng O, B); trên đường thăng vuông góc với Ol3 tại 
H, lẫy một điểm M ở ngoài đường tròn; MA và MB thứ tự cãt đương tròn 
(O) tại C và D. Gọi I là giao điểm của AD và BC. 

1. Chứng minh MCID là tứ giác nội tiếp. ' 

2. Chứng minh các đường thăng AD. BC, MH đông quy tại Ï. 

3. Gọi K là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác MCID. Chứng minh KCOII 
là tứ giác nội tiếp. M 

Giải 

1. Tacó: ACB=90°(nội tiếp chắn nửa đường tròn) 
= MCI=90°(vì là hai góc kể bù), 

ADB = 90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn). 
= MDI = 90° (vì là hai góc kể bù). 

= MGI + MDI =180° mà đây là hai 

góc đối của tứ giác MCID nênMCID A 
là tứ giác nội tiếp. 

2. Theo trên Ta có BCLMA; AD LMB 
nên BC và AD là hai đường cao của tam 
giác MAB mà BC và AD cắt nhau tại I 
nên Ï là trực tâm của tam giác MAB. 
Theo giả thiết thì MH.L AB nên MH cũng là đường cao của tam giác 
MAB=AD, BC, MH đồng quy tại I. 

3. AOAC cân tại O (vì OA và OC là bán kính) = Â¡ =Ê. 
AKCM cân tại K (vì KC và KM là bán kính) = Ñ =Ê, 
Mà Â¡ + Ñĩi = 90° (do tam giác AHM vuông tại H) 
= Ôi +Ê, =900 =Ôà +; = 90°(vì góc ACM là góc bẹt) hay OGK =909. 
Xét tứ giác KCOH 
Ta cóOHK = 90°; ÓCK = 90° 
= OHK +ÕCK =180° mà OHK và ÓCK là hai góc đối nên KCOHH là 
tứ giác nội tiếp. 

Ví dụ 10: Cho đường tròn (O) đường kính AC. Trên bán kính OC lấy điểm 
B tuỳ ý (B khác O, C). Gọi M là trung điểm của đoạn AB. Qua M kẻ dây 
cung DE vuông góc với AB. Nối CD, kẻ BI vuông góc với CD. 

1. Chứng minh tứ giác BMDI nội tiếp. 

2. Chứng minh tứ giác ADBE là hình thoi. 
3. Chứng minh BỊ // AD. 

4. Chứng minh I, B, E thăng hàng. 

5. Chứng minh MI là tiếp tuyển của (O'). 
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L2 


“à 


- BIC - 90” (nội tiếp chắn nửa đường tròn) 


- Theo giả thiết M là trung điểm của AB: 


Giải 


=› ID - 90°(vi là hai góc kẻ bủ): 
DỊ: LAB tại M = BMD = 90° 

= HID + BMD=180' mà đây là 
hai góc đôi của tứ giác MBID nên 
MBID là tứ giác nội tiếp. 


DỊ: LAB tại M nên M cũng là trung 
điểm của DE (quan hệ đường kính và 
dây cung)= Tứ giác ADBE là hình thoi 
vì có hai đường chéo vuông góc với 
nhau tại trung điểm của mỗi đường. 


.ADC=90°(nội tiếp chắn nửa đường tròn) = AD.LDC: theo trên 


BI _L DC =BI / AD. 

Theo giả thiết ADBE la hình thoi—= EB // AD (2). 

Từ (l) và (2) =I. B. E thăng hàng (vì qua B chỉ có một đường thăng 
song song với AD mà thôi.) 

I, B, E thăng hàng nên tam giác IDE vuông tại I=>IM là trung tuyến 

(vì M là trung điểm của DE) =MI = ME = AMIE cân tại M 
=> Ï¡ =Êi; AOTC cân tại O' (vì O'C và O I cùng là bán kính) = Ì› =Ê: 
mà Ê, =Ï¡ (cùng phụ với góc EDC) =Ï =Ï: =Ï + Ì› - lu+Ïs. Mà 
1 +Ïs = BIC=909 =Ï: + Ì› =900 = MIO'hay MI L OI tại I= MI là tiếp 
tuyến của (O'). 


Ví dụ 1I: Cho đường tròn (O; R) và (O; R) có R> R" tiếp xúc ngoài nhau 


tại C. Gọi AC và BC là hai đường kính đi qua điểm C của (O) và (O'). 
DE là dây cung của (O) vuông góc với AB tại trung điểm M của AB. Gọi 
giao điểm thứ hai của DC vót (O) là F, BD cắt (O') tại G. Chứng minh rằng: 

1 Tứ giác MDGC nội tiếp. 

. Bốn điểm M, D, B, F cùng nằm trên một đường tròn. 

. Tứ giác ADBE là hình thoi. 

.B, E, F thắng hàng. 

. DF, EG, AB đồng quy. 


ME =2 DE, 
vÀ 


„ ©  ứŒứ: + 62 B2 


. MF là tiếp tuyến của (O'). 

Giải 
HGC = 900 (nội tiếp chắn nửa (đường tròn) = GD = 90°(vì là hai góc 
kể bù). Theo giả thiết DE.L AB tại M= CMD =90° 
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G› 


= GD + CCMD =180° mà đây là hai góc đối của tứ giác MCGD nên 
MCGD là tứ giác nội tiêp 
D 
hờ, ⁄ 
#, 
lÀ/ Ồ 
bằng 90 nên F và M cùng năm 


BFC = 909 (nội tiếp ch chắn nửa đường tròn) cì 

= BFD=90°%; BMD=90°(vì l HIẾP 
=v” 

trên đường tròn đường kính BD Z1 

=M,D,B, F cùng năm trên một đường tròn: 


DE .L AB tại M) như vậy F và 
M cùng ¡ nhìn BD dưới một góc 


. Theo giả. thiết M là trung điểm của AB; DE.L AB tại M nên M cũng là 


trung điểm của DE (quan hệ đường kính và dây cung) = Tứ giác ADBE 
là “hình thoi vì có hai đường chéo vuông góc với nhau tại trung điểm của 
mỗi đường. 

AD€ =90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn) = AD .L DF; theo trên tứ giác 
ADBE là hình thoi > BE // AD mà AD L DE nên suy ra BE L DF. Theo 
trên BFC =90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn) = BF L DF mà qua ] chỉ 
có một đường thăng vuông góc với DF do đó B, E, F thăng hàng. 


._ Theo trên DF.L BE: BM.L DE mà DF và BM cắt nhau tại C nên C là trực 


tâm của tam giác BDE=> EC cũng là đường cao=> EC.L BD; theo trên 
CG.LBD= E,C,G thăng hàng. Vậy DF, EG, AB đông quy. 


. Theo trên DF.L BE = ADEF vuông tại F có FM là trung tuyến (vì M là 


trung điểm của DE) suy ra ME =2 DB(vì trong tam giác vuông trung 

tuyên thuộc cạnh “Lên băng nửa cạnh huyền). 

Theo trên ME = 2 DE =MD = MF  AMDF cân tại M= Ô) =Ÿ\; 

AO' BF cân tại : (vì OB và OF cùng là bán kính) =Ê =Bi mà 
=Di(Cùng phụ với DEB) =Fi=F¿SFi+F¿=Fa+E¿Ố Mà 


Êa + Ê› = BEC = 90° = Ê¿ + Ê; = 909 = MEO' hay MF LOF tại F =MF 
là tiếp tuyến của (O'). 


Ví dụ I2: Cho tam giác ABC vuông ở A. Dựng ở miền ngoài tam giác ABC 


các hình vuông ABHK, ACDE. 

Chứng minh ba điểm H, A, D thẳng hàng. 

Đường thăng HD cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại F. chứng 
minh FBC là tam giác vuông cân. 


._ Cho biết ABC > 459, gọi M là giao điểm của BF và ED. C hứng minh 5 


điểm B, K, E.M, C cùng nằm trên một đường tròn. 
Chứng minh MC là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
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Giải E 

1. Theo giả thiết ABHK là hình vuông h 
= BAH =45”. 

Tứ giác AEDC là hình vuông 
= CAD = 45”: tam giác ABC vuông ở A 

AC = 90” 

=: BAH + BAC+CAD =45' +90 +45°=180" 8 ° 

= ba điểm H, A, D thăng hàng. 

Ta có BEC =900° =(góc nội tiếp chắn nửa đường tròn) nên tam giác 

BFC vuông tại F. ().EBC = FAC (nội tiếp cùng chăn cung FC) mà theo 

trrn CAD = 45" hay FAC = 45" (2). 

Từ (1) và (2) suy ra FBC là tam giác vuông cân lại F. 

3. Theo trên BEC = 900 = CEM =90°(vì là hai góc kể bù): CDM = 90! (tích 

chất hình vuông) = EM+CDM =180” mà đây là hai góc đối nên tứ 
giác CDME nội tiếp một đường tròn suy ra CDF=CMF. mà 
€DF =45"(vì AEDC là hình vuông) = CMEF = 45°hay CMB = 45" 
Ta cũng có CEB=45"(vì AEDC là hình vuông): BKC =45”(vì ABHK 
là hình vuông). Như vậy K, E, M cùng nhìn BC dưới một góc băng 45 
nên cùng năm trên cung chứa góc 45” dựng trên BC=>5 điểm B, K. E. 
M. C cùng năm trên một đường tròn. 

4. ACBM có Š=45°:M = 45" = BCM =90°hay MC L BC tại C = MC là 
tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. : 

Ví dụ 16: Cho đường tròn (O). BC là dây bát, kì (BC < 2R). Kẻ các tiếp 
tuyên với đường tròn (O) tại B và C chúng cắt nhau tại A. Trên cung nhỏ 
BC lấy một điểm M rồi kẻ các đường vuông góc MI,MH, MK xuông các 
cạnh tương ứng BC, AC, AB. Gọi giao điểm của BM, IK là P; giao điểm 
của CM, IH là Q. 

1. Chứng minh tam giác ABC cân. 
2. Các tứ giác BIMK, CIMH nội tiệp. 
3. Chứng minh MI”=MH.MK. 

4. Chứng minh PQ L MI. 


l|Ì 


t3 


Giải 
1. Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có AB = AC = A ABC cân tại A. 
2. Theo giả thiết MI.L BC = MIB =90°; MK L AB 
=› MRB =90° MIB + MKB =180° mà đây là hai góc đối 
= tứ giác BIMK nội tiệp. : 
* (Chứng minh tứ giác CIMH nội tiếp tương tự tứ giác BIMK) 
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Theo trên tứ giác BIMK nội tiếp 

=> KMI + KBI = 180P: tứ giác CHMI nội tiếp 
=> HMI+ HCI =180° mà KBI = HCI 

(vì tam giác ABC cân tại A) 

= KMI=HMI (). 

Theo trên tứ giác BIMK nội tiếp 

=Bi=Ï ( nội tiếp cùng chắn cung KM) 

tứ giác CHMI nội tiếp Ñ, =Ê, 

(nội tiệp cùng chăn cung IM). 


Mà Ô, =ÔiC2 sảBM) =Ï.=ñ:0). 


Từ (l) và (2) = AMKI~ AMIH = ẫn - MỀ _.MP =MH.ME. 


Theo trên ta có Ï =Ối. 
Cũng chứng m minh tương tự ta có Ïz=zmà Ôi + + BMC = 1809 
=Ì+l›+BMC =180°hay PIQ + PMQ = 180°mà đây là hai zóc dối 


='tứ giác PMQI nội tiếp 8, =l mà li =Ôi >â, 6c PQ/ BC (vi 
có hai góc đồng vị bằng nhau). 
Theo giả thiết MI.L BC nên suy ra IM L PQ. 


Bài tập vận dụng 
Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = I5cm, AC = 20cm. Gọi ¡ là tâm 
của đường tròn nội tiếp tam giác. Tính khoảng cách từ I đến đương cao 
AH của tam giác ABC. 
Tính các cạnh của tam giác vuông ngoại tiếp đường tròn biết : 
Tiếp điểm trên cạnh huyền chia cạnh đó thành hai đoạn thăng 5cm và l2cm. 
Một cạnh góc vuông bằng 20cm, bán kính của đường tròn nội tiếp bằng 
6em. 
Tính diện tích tam giác vuông biết một cạnh góc vuông bằng 12en. Tỉ số 
giữa bán kính của các đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác có bằng 
2:18. 
Cho một tam giác vuông có cạnh huyền bằng 10cm. diện tíc bằng 
24cm. Tính bán kính của đường tròn nội tiếp. 
Cho tam giác ABC vuông tại A. AB = 5. Tính các độ dài AC. BC biết 
rằng số đo chu vi tam giác ABC bằng số đo diện tích tam giác đó. 


6. 


Cho tạm giác ABC vuông tại A. dường cao AH. Gọi (O: r). (Ơi: rị). (Õ›: r›) 
theo thứ tự là các dường tròn nội tiệp các tam giác ABC, ABH AHC 

a. Chứng mình răng r tr, + r, = AH. 

b. Chứng mình răng rỶ = rỷ + rẻ. 

é. Tinh độ dài O¡©a biết AB = 3cm. AC = em. 

Điường trồn (O: r) nội tiếp tam giác ABC. Các tiệp tuyên với dường tròn 
(O) song song với các cạnh của tam giác ABC cất từ tam giác ABC 
thành bà tạm giác nhỏ. Gọi rụ,r,,r, lân lượt là bán kính của đường tròn 


nội tiếp các tam giác nhỏ đó. Chứng mỉnh răng r, + r, +r, =. 


8. Dường tròn sa [ nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với BC. AB. ÁC theo 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


thứ tự ơ D, E. F. Qua E kẻ đường thăng song song với BC cắt AD và DE 
theo thứ tự ở : và N. Chứng minh răng M là trung điểm của EN. 

Tam giác ABC vuông tại A ngoại tiếp đường tròn tâm I bán kính r. Gọi 
G là trọng tâm của tam giác. Tính các cạnh của tam giác ABC theo r biết 
rằng ÏG song song với AC. 

Tam giác ABC vuông tại A có AB = 9cm, AC = 12cm. Gọi I là tâm của 
đường tròn nội tiếp. G là trọng tâm của tam giác. Tính độ dài IG. 

Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn (O). Gọi D, E, F theo thứ tự là 
tiếp điểm trên các cạnh BC, AB, AC. Gọi H là chân đường vuông góc kẻ 
từ D đến EF. Chứng minh rằng BHE = CHE . 

Cho tam giác ABC có AB = AC = 40cm, BC = 48cm. Gọi O và I theo 
thứ tự là tâm của các đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp tam giác. Tính : 

a. Bán kính của đường tròn nội tiếp; 

b. Bán kính của đường tròn ngoại tiếp; 

c. Khoảng cách OI. 

Tính các cạnh của một tam giác cân biết bán kính của đường tròn nội tiếp 
bằng 6cm, bán kính của đường tròn ngoại tiếp bằng 12,5em. 

Bán kính của đường tròn nội tiếp một tam giác bằng 2cm, tiếp điểm trên 
một cạnh chia cạnh đó thành hai đoạn thăng 4cm và 6cm. Tính các cạnh 
còn lại của tam giác. 


. Tính các góc của một tam giác vuông biết tỉ số giữa các bán kính của 


đường tròn ngoại tiếp và đường tròn nội tiếp bằng Mã +1. 


. Cho tam giác ABC. Đường tròn (O) nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với 


BC tại D. Vẽ đường kính DN của đường tròn (O). Tiếp tuyến của đường 
tròn (O) tại N cắt AB, AC theo thứ tự tại I, K. 
NI _DC 
Chú h —=_— 
a. Chứng minh răng NK DB- 


b. Gọi F là giao điểm của AN và BC. Chứng minh rằng BD = CF. 
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17. Cho đường tròn (O) nội tiếp tam giác đều ABC. Một tiếp tuyến của 
đường tròn cắt các cạnh AB và AC theo thứ tự ở M và N. 

a. Tính diện tích tam giác AMN biết BC = 8cm và MN = 3cm. 
b. Chứng minh rằng MN? = AM? + AN? - AM.AN. 
c. Chứng minh răng MB NG” 1; 

18. Cho tam giác ABC có BC =a, AC =b. AB = e. Gọi (I) là đường tròn nội 
tiếp tam giác. Đường vuông góc với CI tại I cắt AC, AB theo thứ tự ở M, 
N. Chứng minh rằng: 

2 2 2 
a. AM.BN =IM? =IN?; ~ 
bc ca ab 

19. Cho tam giác ABC có BC < AC < AB. Trên các cạnh AB, AC lấy các 
điểm D, E sao cho BD = CE = BC. Gọi O, I theo thứ tự là đâm của các 
đường tròn ngoại tiếp, nội tiếp tam giác ABC. Chứng minh rằng tán kính 
của đường tròn ngoại tiếp tam giác ADE bằng OI. 

20. Gọi R và r theo thứ tự là các bán kính của các đường tròn ngoại tiếp và 
nội tiếp một tam giác vuông có diện tích S. 

Chứng minh rằng R + r> 2S. 

21. Trong các tam giác ABC có BC = a, chiều cao tương ứng bằng h. Tam 
giác nào có bán kính của đường tròn nội tiếp lớn nhất? 

22. Trong các tam giác vuông ngoại tiếp cùng một đường tròn, tam giác nào 
có đường cao ứng với cạnh huyền lớn nhất? 

23. a. Cho đường tròn tâm I bán kính r nội tiếp tam giác ABC. Chứrg minh 
rằng IA + IB + IC > 6r. 

b. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn (O; R). Gọi P, Q.N theo 
thứ tự là tâm của các đường tròn ngoại tiếp các tam giác BOC, COA, 
AOB. Chứng minh rằng OP + OQ + ON >3R. 

24. Độ dài các đường cao của tam giác ABC là các số tự nhiên, bán kính của 
đường tròn nội tiếp bằng I. Chứng minh rằng A ABC là tam giác đều và 
tính độ dài các đường cao của tam giác đó. 

25. Gọi h,,h,,h, là các đường cao ứng với các cạnh a, b, c của một tam giác, 
r là bán kính của đường tròn nội tiếp. Chứng minh các bất đẳng thĩc sau 
a. h,+hy,+h, >9r; 

b. h? + hệ + h? >27r?. Khi nào thì xảy ra đăng thức? 

26. Gọi r là bán kính của đường tròn nội tiếp một tam giác vuông và h là 

đường cao ứng với cạnh huyền. Chứng minh rằng 2 < : <2,5. 


27. Tứ giác ABCD có Â = = 901. 
a. ChứnØ minh răng AC <BD. 


: Lào trường hợp nào thì AC = BD ? 


28. 


29. 


30. 


3 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


Cho dường tròn tâm O đường kính AB. các dây AC, AD. Gọi E là diễm 
bát kì trên đường tròn. II và K theo thứ tự là hình chiếu của F trên AC. 
AD. Chứng minh rằng HIK<AB. 

Cho dường tròn tâm O, dây AB = 2‡em, dây AC = 20cm ( BAC < 90° và 
điểm O năm trong góc BAC). Gọi M là trung điểm của AC. Khoảng cách 
từ M đến AB bằng 8cm. 

a. Chứng minh rằng tam giác ABC cân tại C. 

b. Tính bán kính của đường tròn. 

Cho đường tròn tâm O bán kính 5em, hai dây AB và CD song song với 
nhau có độ dài theo thứ tự :§em và 6cm. Tính khoảng cách giữa hai dây. 


. Cho đường tròn tâm O. đường kính AB = 13cm. Dây CD có độ dài 12cm 


vuông góc với AB tại H. 

a. Tính các độ dài HA, HB. 

b. Gọi M,N theo thứ tự là hình chiều của H trên AC, BC. Tính diện tích 
tử giác CMHN. 

Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB, dây CD. Gọi H. K theo thứ 
tự là chân các đường vuông góc kẻ từ A, B đến CD. 

a. Chứng minh răng CH = DK. 

b. Chứng minh rằng Su = Saecg + Ổạng. 

c. Tính diện tích lớn nhất của tứ giác AHKB, biết AB = 30cm. CD = 18cm. 
Cho tam giác ABC. các đường cao AD, BE, CF. Đường tròn đi qua D, E, 
F cắt BC, CA, AB theo thứ tự Ở M, N, P. Chứng minh rằng các đường 
thăng kẻ từ M vuông góc với BC, kẻ từ NÑ vuông góc với AC, kẻ từ P 
vuông góc với AB đồng quy. 

Tam giác ABC cân tại A nội tiếp đường tròn tâm O. Gọi D là trung điểm 
của AB. E là trọng tâm của tam giác ACD. Chứng minh rằng OE vuông 
góc với CD. 

Cho nửa đường đường tròn tâm Ô có đường kính AB = 2R. Vẽ các tiếp 
tuyến Ax, By với nửa đường tròn và tia Oz vuông góc với AB (các tỉa 
Ax, By, Oz cùng phía với nứa đường tròn đối với AB). Gọi E là điểm bắt 
kì của nửa đường tròn, qua E vẽ tiếp tuyến với nửa đường tròn cắt Ax, 
By, Oz theo thứ tự Ở C, D, M. Chứng minh rằng khi điểm E thay đổi vị 
trí trên nửa đường tròn thì : 

a. Tích AC. BD không dỗi. 

b. Điểm M chạy trên một tia. 

c. Tứ giác ACDB có diện tích nhỏ nhất khi nó là hình chữ nhật. Tính 
diện tích nhỏ nhất đó. 

Cho đoạn thẳng AB. Vẽ về một phía của AB các tia Ax, By song song 
với nhau. 

a. Dựng đường tròn tâm O tiếp xúc với đoạn thắng AB và tiếp xúc với 
các tia Ax, By. 

« 


111 


38. 


39. 


40. 


4 


_ 


42. 


“8 
1 


b. Tính AOB. 

c. Gọi các tiếp điểm của đường tròn (O) với Ax, By, AB theo thứ tự là 
M,N, H. Chứng minh rằng MN là tiếp tuyến của đường tròn có dường 
kính AB. : 

d. Các tia Ax, By có vị trí như thê nào thì HM = HN ? 


. Cho hình thang vuông ABCD (Ã =B=909). tia phân giác của póc C' đi 


qua trung điểm I của AD. 

a. Chứng minh rằng BC là tiếp tuyến của đường tròn (I; IA). 

b. Cho AD = 2a. Tính tích của AB và CD theo a. 

c. Gọi H là tiếp điểm của BC với đường tròn (I) nói trên, K là giao điểm 
của AC và BD. Chứng minh rằng KH song song với DC. 

Cho đường tròn tâm O có đường kính AB, D là một điểm nằm trên 
đường tròn. Các tiếp tuyến của đường tròn tại A và tại D cắt nhau ở C. 
Gọi E là hình. chiếu của D trên AB, gọi I là giao điểm của BC và DE. 
Chứng minh rằng DI = IE. 

Cho tam giác ABC cân tại A, O là trung điểm của BC. Vẽ đường tròn 
tâm O tiếp xúc với AB, AC tại H, K. Một tiếp tuyến với đường tròn (O) 
cắt các cạnh AB, AC ở M,N. 

a. Cho B=Ê =ơ. Tính MON. 

b. Chứng minh rằng OM, ON chia tứ giác BMNC thành ba tam giác 
đồng dạng. : 

c. Cho BC = 2a. Tính tích BM.CN. 

d. Tiếp tuyến MN ở vị trí nào thì tổng BM + CN nhỏ nhất ? 

Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, HB = 20cm, HC = 45cm. Vẽ 
đường tròn tâm A bán kính AH. Kẻ các tiếp tuyến BM, CN với đường 
tròn (M và N là các tiếp điểm, khác điểm H). 

a. Tính diện tích tứ giác BMNC. 

b. Gọi K là giao điểm của CN và HA. Tính các độ dài AK. KN. 

c. Gọi I là giao điểm của AM và CB. Tính các độ dài IM, IB. 


. Cho đường tròn tâm O bán kính 6cm. Một điểm A nằm bên ngoài đường 


tròn sao cho các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn vuông góc với nhau 
(B, C là các tiếp điểm). Trên hai cạnh AB, AC của góc A. Lấy các điểm 
D, E sao cho AD = 4em. AE = 3cm. Chứng minh răng DE là tiếp tuyến 
của đường tròn (O). 

Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a. Với tâm B và bán kính a, vẽ 
cung AC nằm trong hình vuông. Qua điểm E thuộc cung đó, vẽ tiếp 
tuyên với cung AC, cắt DA và DC theo thứ tự tại M và N. 

a. Tính chu vi tam giác DMN. 

b. Tính số đo góc MBN. 


MÖỆ mình ng ộ <MN <+ 


43. 


44. 


4s. 


4ó. 


4. 


48. 


49. 


Cho hình vuông ABCD. Một dường tròn tâm Ò tiếp xúc với các đường 
thăng AB. AD và cắt mỗi cạnh BC, CD thành hai đoạn thăng có độ dài 
2em và 23cm. Tính bán kính của đường tròn. 


Cho hai đường tròn (O; R) và (©”; r) tiếp xúc nhau ngoài tại A. Kẻ tiếp 
tuyến chung ngoài BC, Be(O), Ce (©)). 

a Tính BAO. 

b Tính BC. 


e Gọi D là giao điểm của CA với đường tròn O, (Dz# A). Chứng minh 
rung ba điểm B, O, D thăng hàng. 

Cho điểm B năm giữa A và C sao cho AB = 14cm. BC = 2§em. Vẽ về 
một phía của AC các đường tròn tam, K, O có đường kính theo thứ tự 
AB. BC, AC. Tính bán kính của đường tròn tâm M tiếp xúc ngoài với 
các nửa đường tròn (I). (K) và tiếp xúc với nửa đường tròn (O). 

Cho hai đường tròn (O) và (O”) ở ngoài nhau. Kẻ các tiếp tuyến chung 
ngoài AB và CD theo thứ tự tại E và G thuộc (O), F, H thuộc (O'). 
Chứng minh rằng: a. AB = EF; b. EG =FH. 

Từ điểm M ở ngoài đường tròn (O) vẽ cát tuyến MCD không đi qua tâm 
Ó và hai tiếp tuyến MA, MB đến đường tròn (O), ở đây A, B là các tiếp 
điểm và C năm giữa M. D. 

a. Chửng minh MA? = MC.MD. 

b. Gọi I là trung điểm của CD. Chứng minh răng 5 điểm M. A. O.I.B 
cùng nằm trên một đường tròn. 

e. Gọi H là giao điểm của AB và MO. Chứng minh tứ giác CHOD nội 
tiếp được đường tròn. Suy ra AB là phân giác của góc CHD. 

d. Gọi K là giao điểm của các tiếp tuyến tại C và D của đường tròn (O). 
Chứng minh A, B. K thăng hàng. 

Cho hình vuông ABCD. Trong hình vuông vẽ nửa đường tròn đường 
kính AD và vẽ cung AC có tâm là D. Lấy một điểm P trên cung AC, nỗi 
PD cắt nửa đường tròn tại K. Vẽ PI vuông góc với AB và PE vuông góc 
với AD. Chứng minh: 

a. AAPE= AAPK. 
b. 5 điểm A. I, P. K, E thuộc cùng một đường tròn. 
c.PI =PK. 

Cho đoạn thắng AB có độ dài 2a và O là trung điểm của AB. Từ O kẻ 
đường vuông góc với AB. trên đó lấy OD = 2a. Nối A với D, rồi từ B hạ 
đường vuông góc BC xuống AD. 

a. Tính AD, AC, BC. 

b. Trên tia đối của tia OD lấy điểm E sao cho OE = a. Chứng minh rằng 
bốn điểm A,€, B, E cùng năm trên một đường tròn. 

c. Nối E với C. Chứng minh rằng CE là phân giác của góc ACB. 
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50. 


5 


- 


3. 


3. 


%4. 


SS. 


Cho hai đường tròn tâm O bán kính R và tâm O' bán kính R' tiếp xúc 
ngoài tại A. Kẻ tiếp tuyến chung ngoài BC. 

a. Tính BC. 

b. Tính diện tích tứ giác OBCO'. 


c. Khi R'= tính diện tích giới hạn bởi BC và hai cung AB và AC 


„ Cho tam giác ABC có góc A lớn hơn góc C là 90”. 


a. Chứng minh rằng góc C nhỏ hơn 45”. 
b. Chứng minh răng tiệp tuyến BH với đường tròn ngoại tiếp tem giác 
ABC đồng thời cũng là đường cao của tam giác đó. 
c. Chứng minh rằng BH? = HA.HC. 
d. Gọi R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, chứrg minh 
rằng AB? + AC? =4R”. 
Cho đường tròn đường kính AB và đường tròn tâm A bán kính AB, vẽ 
dây BF của đường tròn lớn, cắt đường tròn nhỏ tại C, vẽ dây CD của 
đường tròn nhỏ vuông góc với AB. 
a. Chứng minh rằng CB = CF. 
b. So sánh CBA với ACD. 
c. Gọi M là trung điểm của AC. Khi C chuyên động trên ửa đường tròn 
đường kính AB thì M chuyển động trên đường nào? 
Nừa đường tròn đường kính AB. C là một điểm thuộc nửa đường tròn. 
Trên AC kéo dài lấy AD = AB. Trên AB lấy AE = AC; DE cắt B° tại H: 
AH cắt nửa đường tròn tại K. 
a. Chứng minh DAH = BAH 
b. Chứng minh OK vuông góc với BC. 
c. Chứng minh tứ giác ACHE là tứ giác nội tiếp. 
d. Chứng minh B. K„ D thẳng hàng. 
Cho 4 điểm A. B, C, D theo thứ tự trên mặt đường thăng sao cho: 
AC _ DA 
GB DB' 
một chùm các đường thắng đồng quy, OA, OC, OB, OD. 
a. Từ điểm B kẻ đường thăng song song với OA cắt OC và OD si E và 
F. Chứng minh răng B là trung điểm của EE. 
b. Kẻ một cát tuyến thứ hai cắt 4 đường thẳng đồng quy tại A', C`.B', D'. 
Chứng minh rằng —— cử SP La. 

GCPB' DB'! 
Cho tam giác ABC, các đường phân giác trong và ngoài của gó: À cắt 
BC ở D và phần kéo dài của BC ở E. Tiếp tuyến tại A với đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC cắt BC kéo dài tại F. 


. Nối 4 điểm trên với một điểm O ngoài đường thẳrg được 
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KÀ 
œ 


59. 


60. 


`. : š xử - ^ . ;.á BỊ) 
a, Chứng mỉnh răng tam giác AFD cần. suy ra giá trị của tỉ số ——. 


b. Chứng mình rằng tam giác AFB và AFC đồng dạng, suy ra giá trị tí SỐ 
diện tích của chúng theo AB và AC. 


Xác định tỉ số Rc theo AB và AC. 


- Cho tam giác ABC vuông góc tại A có AB = c, ÁC = b. Kẻ đường phân 


giác trong AD của góc vuông cắt cạnh huyền tại D. rồi kẻ đường song 
song BE với AD (E thuộc dường thăng AC). 

a, Chứng minh rằng AE = AB. và tính BE. 

b. Tính độ dài đường phân giác AD. 

c. Tĩnh diện tích hình thang ADBE và diện tích tam giác ADC. 


„ Cho tam giác đều ABC. Từ B và € lân lượt kẻ đường thăng vuông góc 


với AB và AC chúng căt nhau ở D. 

ua. Chứng minh DC = DB, và góc BDC =120”. 

b. Về dường tròn tâm D bán kính DC. Gọi M là một điểm bất kì trên 
cung nhỏ BC: BM cắt AC ở E: MC cất AB ở F. Chứng minh đường tròn 
ngoại tiếp tam giác EMF đi qua một điểm có định. 

c, Chứng minh răng AE = BE. 


| ¬v/ đường tròn O và O` có bán kính R và R' (R > R`) tiếp xúc ngoài tại 


`. Gọi AC và BC là hai đường kính đi qua C của đường tròn (O) và (O”). 
De là dây cung của đường tròn O vuông góc với AB tại trung điểm M 
của AB: CD cất đường tròn O' tại F. 

a. Tứ giác AEBD là hình gì? 

b. Chứng minh 3 điểm B, E, F thăng hàng. 

c. Chứng minh MDBF nội tiếp được đường tròn. 

d. DB cắt đường tròn O` tại G. Chứng minh DF, EG và AB đồng quy. 


e, Chứng minh ME = SDE và ME là tiếp tuyến của đường tròn O'. 


Cho tam giác ABC, lấy một điểm D bất kì trên cạnh BC. Vẽ các đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ADB và ADC. Gọi O và O', R và R' là tâm và 
bán kính của hai đường tròn dó. 

a. Chứng minh ¬n tam giác AOO' và ABC đồng dạng. 


b, Suy ra tỉ số ïT Ầ không phụ thuộc vào vị trí của D trên BC. 


e, Tìm giá trị nhỏ nhất có thể có của bán kính R và R". Khi đó hãy xét vị 
trí của D trên BC. 

Cho đường tròn O có hai đường kính AB và CD vuông góc với nhau. 

a, Chứng minh rằng tứ giác ACBD là hình vuông. 

b. Tính cạnh hình vuông và khoảng cách từ tâm tới cạnh theo bán kính 
R = 1.€0 (m). 
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61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


c. Từ A kẻ tiếp tuyến với đường tròn O cắt BC kéo dài tại E. Tính diện 
tích giới hạn bởi các đoạn CE và cung AC. 

Cho tam giác ABC vuông góc tại A, các cạnh góc vuông AB = c, ÁC = b, 
(c < b). Kẻ đường phân giác trong AD của góc A và đường sorg song 
với phân giác đó đi qua B. Đường thắng này cắt CA kéo dài tại E. 

a. Chứng minh rằng AE= AB và tính EB; AD. 

b. Trên AC, từ A về phái C, lấy AK = AB. Từ A kẻ một đường Song 
song với BK cắt BC tại D'. Chứng minh rằng AD' là phân giác ngoài của 
góc A của A ABC. Tính BK, AD'. 

Cho tam giác ABC vuông tại A, và có độ đài hai cạnh góc vuông 
AB = 24mm, AC = 18mm. Từ trung điểm M trên cạnh huyền BC kẻ 
đường vuông góc với cạnh huyền cắt AC tại D và AB tại E. 

a. Tính độ dài MC. 

b. Chứng minh rằng ADMC đồng dạng với AABC và tính độ tài các 
cạnh của ADMC. 

c. Tính độ dài BE. 

d. Chứng minh rằng 4 điểm E, A, M, C cùng thuộc một đường ròn và 
tính bán kính đường tròn đó. 

Cho hình vuông OCID có cạnh là a, kéo dài các cạnh OC và OD để được 
2 tia Ox và Oy. Gọi AB là một đường thẳng bất kì đi qua I và cắt Ox tại 
A, cắt Oy tại B. 

a. Chứng minh rằng tích CA.DB có giá trị không đổi. 


AC _ OA? 
b. Chú ằn 
Chứng minh răng —— DB “0B? 


2 
c. Biết diện tích tam giác AOB là _ Tính CA và BD theo a. 


Cho tam giác ABC vuông góc tại A và có AB = 28mm,. AC = 21mm. 

a. Tính đường cao AH 

b. Đường, tròn đường kính AH cắt cạnh B tại D và AC tại E. Chứn; minh 
rằng tứ giác ADHE là hình chữ nhật và tính diện tích của hình chữ nhật 
đó. 

c. Từ D và E kẻ các tiếp tuyến với đường tròn trên cắt cạnh huyền tại M 
và N. Chứng minh rằng MN = = 

Cho đường tròn (A; 5,0cm) và một điểm B cách A một khoảng AB = 8cm. 
Từ B kẻ tiếp tuyến BT và cát tuyến BNM (N nằm giữa B và M). G›i H là 
hình chiếu của T trên AB. 

a. Chứng minh rằng hai tam giác MBT và TBN đồng dạng. 

b. Tam giác ABT là tam giác gì? Suy ra hệ thức BT” = BH.BA. 

c. Chứng minh răng hai tam giác ABM và NHB đông dạng. từ đó suy ra 
tứ giác AHMN nội tiếp được. 
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66. Cho hai đường tròn (O) và (O`) cắt nhau tại A và B. Các cát tuyến tại A 
của các đường tròn (O) và (O") cắt đường tròn (O`) và (O) theo thứ tự tại 
€C và D. Gọi P và Q lần lượt là trung điêm của các dây cung AD và AC. 
Chứng minh: 

a. Hai tam giác ABD và ABC đồng dạng. 
b_ BPD =AQB. 
c Tứ giác APBQ nội tiếp. 

67. Cho đường tròn (O; R), đường kính AB và một điểm M nằm trên đường 
tròn sao cho MA > MB. Các tiếp tuyến của đường tròn tại M à B cắt 
nhau tại điểm P. Các đường thăng AB, MP cắt nhau tại điểm Q: các 
đường thắng AM, OM cắt đường thăng BP lần lượt tại các điểm R, S. 

a. Chứng minh răng tứ giác MAPO là hình thang. 

b. Chứng minh rằng BM // SQ. 

c. Gọi Rị là điểm đối xứng với R qua đường thằng AB. Chứng minh rằng 
tứ piác ASQR\ nội tiếp được. 

68. Cho tam giác ABC (Ấ< 902) nội tiếp đường tròn (O; R). Vẽ các đường 
cao BD, CE. Các tia BD, CE lần lượt cắt đường tròn (O; R) tại các điểm 
thứ hai D`, E'. 

a. Chứng minh rằng bốn điểm B, E, D, C nằm trên một đường tròn. 

b. Chứng minh rằng E'D' // ED. 

c. Chứng minh rằng OA..L ED. 

d. Cho điểm A di động trên cung lớn BC của đường tròn (O; R). Chứng 
minh rằng bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác AED không đổi. 

69, Cho hai đường tròn (O), (O” ) căt nhau tại hai điểm A, B. Các đường 
thắng AO, AO' cắt đường tròn (O) lần lượt tại các điểm thứ hai C, D và 
cắt đường tròn (O') lần lượt tại các điểm thứ hai E, F. 

a. Chứng minh rằng B, F, C thăng hàng. 

b. Chứng minh: tứ giác CDEF nội tiếp được. 

c. Chứng minh rằng A là tâm đường tròn nội tiếp tam giác BDE. 

d. Tìm diều kiện để DE là tiếp tuyến chung của đường tròn (O), (O'). 

70. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng các tiếp điểm bên cạnh BC của 
đường tròn bàng tiếp. trong góc A và của đường tròn nội tiếp đối xứng 
với nhau qua trung điểm của BC. 

71. Gọi a, b, c lần lượt là các cạnh của tam giác ABC; h,,h,,h là các 
đường cao tương ứng; R,,R,,R, là bán kính của các đường tròn bàng 
tiếp tương ứng, r là bán kính của đường tròn nội tiếp; p là nửa chu vi tam 
giác; S là diện tích tam giác. Chứng minh rằng : 

a. § = Ra(p — a) = Rạ(p — b) = R.(p —©); 
b. bic —., 1 1 1 S 1 1 1 


g2 
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72. Tính cạnh huyền của một tam giác vuông, biết r là bán kính củ: đường 
tròn nội tiếp và R là bán kính của đường tròn bàng tiếp trong góc zuông. 
73. Cho tam giác ABC. Gọi (P), (Q), (R) theo thứ tự là các đường tron bàng 
tiếp trong các góc A, B, C. 
a. Gọi tiếp điểm của (Q), (R) trên đường thắng BC theo thứ tự là E, E. 
Chứng minh rằng CE = BE. 
b. Gọi H, I, K theo thứ tự là tiếp điểm của các đường tròn (P), (Q), (R) 
với các cạnh BC, AC, AB. Nếu AH = BI = CK thì ABC là tam giác gì? 


§ ¬-. .. 
Hướng dân và đáp số 
1. Gọi r là bán kính của đường tròn nội tiệp A ABC. 
15+20-25 
Dễ dàng tính được BC = 25cm, r „—-: õ(cm).. 
AI=52em, AH =12em .Kẻ IK LAH. 
Ta tính được AK = 7cm, IK = lem. 

2.a. Gọi x là bán kính của đường tròn nội tiếp. 
Phương trình (x+ð5)” +(x+18)” =17°;x =3. 
Đáp số: AB = 8cm, AC = 15cm, BC = 17cm. 

b. Giả sử AB =20cm. 

Thế thì BD = BF = 20-6 = 14 (cm). 
Đặt CD = CE = x. 
Phương trình 20” + (x + 6} :x =1ð. 

3. Xét AABC vuông tại A. Giả sử AB = 12cm. Gọi r là bán kính củe đường 
tròn nội tiếp thì BC =5r. Do đó AC? = BC? - AB? =25r? — 144. (1) 

Ta có AB+ AC- BC =2r,nên AC = BC + 2r - AB = 7r — 12. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra (7r—19)” = 25r? - 144. 


A 

AE 

Thu gọn phương trình được: E _ 

r? =7r +12=0 ©(r—3)(r =4) =0. ú > 
Thư hihe=d B D ằ 
Đáp số S =54cm? hoặc S =96cm” 

4. Gọi b, c là các cạnh góc vuông và giả sử b>c. Từ bc = 48 và 

bc = 48 


b” +e? =100, ta có hệ * xẾ silới” TẾ đó tính được b= 8. c =4. 


8+6-10 


Bán kính của đường tròn nội tiếp bằng 5 


+8 


Ñ¿ 


=2(em). 


5. Gọi r là bán kính của đường tròn nội tiếp. 
Dặi BC = a, AC =b, ABSc. Số do diện tích tam giác bằng số đo chu vi 


nên (an + b+c) =a+b+ec. Từ đór=2. Ta có b+e-a=2r. 
Dor =2 vàc = 5 nên a—b=l. Từ a” -bŸ =325 và a—b =L, ta tính được 
a= 13,b= 12. 


6. a. Dễ chứng minh: đường kính của đường 
tròn nội tiếp tam giác vuông băng tông 
các cạnh góc vuông trừ đi cạnh huyện. 
Do dó 
2r,=AH+BH-AB 
2r, = AH +CH - AC 
#r=AB+ AC-BC. B H b 
Suy ra r+n +r, = AH. 


b._ Các tam giác vuông ABC, HBA, HAC đồng dạng nên: & = - = Ta 


Do đó rể = bÌ = Ì = TỆ +12 _ #Tc 
BC” AB” AC” AB'+AC” BC 


II. NÓ. 
Suy Fa r =1, +2. 


c. O,07=(y-—n) +(s,+n} =2[# + tý }=Ẻ, 
AB+AC-BC_3+4-5_ 
2 2 

Do đó O,O} =2, suy ra O,O; = ⁄2 (cm). 
7, Gợi Đ,E.,E) lần lượt là chu vi của tam giác nhỏ, P là chu vi của A ABC. 
"n_Hựụy nụ hy 


Các tam giác nhỏ đồng dạng với A ABC nên -L=—L,-# =<—3 T3 =—3, 
8Ð f% Pự Ÿ 


Ta lại có r= 1(cm). 


Do đó n+py†n P+P,+E, 
p 


: .Nhưng P, + P; + P =P (dễ dàng chứng 


minh) nên rị + r; + ry =r. 
8. Kẻ Ax BC, cắt DF ở G. 
Dễ dàng chứng minh được AE = AF = AG. 
Lần lượt chứng minh: 
MN DM BE BD EM EM 
AG DA BA BA BA AG' 
Suy ra MN = EM. Vậy M là trung điểm của EN. 


9. Kẻ GG', II' vuông góc với AC. Ta có GG' = I[' =r. ð 
Đặt BC = a, AC =b, AB = c. 
Ta có 2r =b+c—a, mà c = 3GŒ' = 3r 
nên a—b =r (l). 
Ta lại có a? - b° =c? = 9r?nên kết hợp 
với (1) suy ra a+b=9r (2) 
Từ (1) và (2) Suy Ta a = §r, b= 4r, do đó c = 3r. 
10. Gọi D là tiêp điểm của đường tròn (I) với AB. 
Ta tính được BC =l5cm, 
he. = 
Gọi N là giao điểm của BI và AC. Ta có: 
ca NT IQZMMU. TS NM lx 
BN BA 9 3 BM 3 
Lần lượt tính AN = 4,5cm; AM = 6cm. 
Suy ra NM = I,5cm; do đó IG = lcm. 
11. Kẻ BI, CK vuông góc EF. Tam giác AEF cân tại A nên BEI =CFR. 
BI BE BD HI , 


ABEI ~ ACFK (g.g). Lần lượt chứng minh ——=_——=——=_——để 
CK CF CD HK 


suy ra ABHI~ ACHK (c.g.c).Do đó BHE=CHE. A 


12. a. Kẻ đường cao AH. Ta tính được AH = 32cm. 
Áp dụng tính chất đường phân giác của AAHC, tính được IH= I2cm. 
b. Kẻ đường kính AD của đường tròn (O). 
Từ AC? = AH.AD,tính được AD = 50cm. Do đó OA = 25cm. 
c. Đáp số: OI = 5cm. 

13. Gọi (1) và (L) là các đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp A ABC cât tại a. 
Kẻ đường kính AD. Dễ chứng minh DI = DB. Đặt AI = x, ID = y. 


Kẻ IE.LAB. Ta có: x +y = AD = 25 (1);-ÊL „ 1 „1E _ x „8 (2) 
bá 


AD BD ID 25 
Từ (1) và (2) suy ra x = 15, y =10 hoặc x = 10, y = 15. 
ợp thứ nhất cho AB =5/2cm,BC = 4//21em (h.a). 


1 


[rường hợp thứ hai cho AB = 20cm. BC = 24cm (h.b). 


: : 
“ 
D 


14. Tính OB trong AODB được OB=9 5. 
Kẻ CM LBO. Ta có ABOD ~ ABCM (g.g). 
_,BD_BO_OD 


"BM BC CM 


Suy ra CM =9V5,BM =4/5. Do đó OM =9. 


Vậy ACOM vuông cân, COM =45°. Do đó Â =90°. Dễ dàng tính được 
AE = AF = OE = 2cm, AB = 6cm, AC = 8cm. 

15. Gọi a là cạnh huyền, b và c là các cạnh góc vuông (giả sử b>c), R và r 
là các bán kính của đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp. 


Ta có: a=2R (1); T=8+I (2);b? +c? =a? (3);b+ec—a =9r. (4) 


Cần tính sin B = SuyinC=Š, do đó đặt Š-m _—= 
a a a 


% b? c? %. 3 
Từ (3) suy ra —+-z=1=m +nÝ =1. 
a” a 


Thôn di 05 dà 2u Ea SE Sợ Vo  ốP Ôi 

a a 
v3T—1 1+3 `. 1+8 
Đg 5) 2 


. Từ m+n“=1lm+n= 


Suy ra m+n=1+ 


m>n, ta tính được (m +n)?, 2mn, (m -n)”,m —n. 
1 


Từ đó =."-. 
2 2 


8U” me.w 
tê 
VÀ” 121 
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16. a. Đặt OD = ON =r. 
Tacó ANOI~ ADBO 


.s.. "NÓ = NLDB = NO.DO =rỶ. 
DO DB 
Tương tự NK.DC =rỶ. 
Suy ra NILDB = NK.DC, do đó cu, 
NK DB 
b.._DoIK//BC nên theo định lý Ta-lét 
NK _AK _IK () 
ICt° AC BG 
NK_NI NK+NIL IK 
Từ câu a. suy ra: ——=——=—————=—— (@2) 
DB DC DB+DC BC 
Từ (1) và (2) ta có Sen do đó FC = DB. 


17. Gọi r là bán kính của đường tròn (O), D và E là tiếp điểm trên cạnh AB 
và AC. Đặt AB = AC = BC =a, AM=x, AN=y, MN =z. 
4/3 


a. Trước hết tính r, được LG gu A 
n ` M 
Lân lượt tính S,poz,S„oy và chú ý răng: 
SAMN = ĐApog ~ 2ÖwoN 
b. Kẽ¿NHLAB. 
ö AH=Ÿ NH =ŸVŠ HM'-„_Ÿ 
Ta có HUẾ “ung 5 ,HM =x B Ñ ẻ 


t2 
Theo định lý Pitago: MN? = NH + HMẺ = 1#Ï *(x-3] =X? +y? —xy. 


._ Dễ thấy x +y +z= 2AD =a. Hệ thức phải chứng minh —— +<—— =1 
€. 1C tiáyXy* Z a. Hệ thức phải chứng mi MB  NG 
tương đương với—“—+—Ï—=1@—Ÿ*_+_—Ÿ_ =Ị 
a-x a-y y+Z X+zZ 


Đẳng thức cuối đã được chứng minh ở câu b. 
18. Ta có AMI=[NB=AIB (cùng bằng 90° tt 


AAMI ~ AAIB (g.g), AAIB ~ AINB (g.g) nên 
các tam giác AMI và INB đồng dạng. 


Suy ra nN Tế 


Do ta PB SN: IN =IM? =]IN°. 


b. 


19. 


20. 


21. 


Đạt AM =—m, BN —n.IM =T1N= x. Do AAMI và AAIB dồng dạng nên 
TH AT =IA” =AM.AB=m.c= CÚP —. I9 
AI AB be 
Tương TC Pin (2). 
ca a 
Xét AMIC vuông tại I, ta có TC” =CMẺ -IMẺ. 
Do IÍM” =mn (câu a) và CM = CN nên 
IŒ°” = vz -_ “HN ~n)~mn =ab~ bn=am + mn =mn = ab ~ bn =am. 
Do độ 1 ——= =L-< (3). Từ (1), (2), (3) suy ra — Ti „ l, 
cŠ a ca - ab 

/e dường tròn (Ï; TÔI ta sẽ chứng 
minh răng dường tròn (Ï) ngoại tiếp 
một tam giác bằng tam giác ADE. Vẽ 
các dây OM, ON của đường tròn (l) 
theo thứ tự song song với AC. AB. Ta 
sẽ chứng minh AADE= AOMN. 
Kẻ OO'`, II' vuông góc với AB. 
Ta có: ON =20'I'=2(AI-— AO') 
= (AB + AG-BC)- AB = AC - BC = AE. 
Tương tự OM = AD. 
AOMN = AADE (c. KP; .e). Do đó các bán kính của các đường tròn ngoại 
tiếp hai tam giác đó băng nhau, tức là bán kính của đường tròn ngoại tiệp 
AADE bằng OI. A 
Gọi b và c là các cạnh góc vuông. 


2® 

Ta có 

9r=b+c-2R P " 
" 


>>R+r= > be = J2. Bc _——2R§ —— 


Gọi § là sỉ tích AABC thì S không đổi, gọi p là nửa chu vi, r là bán 
kính của đường tròn nội tiếp A ABC, ta có § = pr. Do đó r lớn nhất ©p 
nhỏ nhất > AB + AC nhỏ nhất. 

Dễ dàng chứng minh được tam giác phải tim là tam giác cân tại A. 
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22. Xét A ABC vuông tại A ngoại tiếp đường tròn (I; r). Kẻ AH, IK vuông 
góc với BC. 
Ta có AH<AlI+IK=r 2+r=r(V2 +1). max AH = r(V2 +:) © các 
đường thắng AI, AH trùng nhau © A ABC vuông cân tại A. 

23. a. Đặt BC = a, AC = b, AB = c. Kẻ BB', CC' vuông góc với AI. 
Ta có cr = I[A.BB', br = IA.CC” nên 
(b+c)r=1A.(BB'+ CC!) <1A.a =. SA 


Tương tự 18 3+c lƠ a+b. 
r b. ˆ# É 


Cộng từng về các bắt đẳng thức trên ta được 
=EE;(Ê:8)»(Ê+š)*(‡+šÌ>9=lA+IB+tes 
€ ca 


a 


r a b b 
Xây ra đẳng thức >a=b=c © AABC đều. 


b.. Dễ thấy khoảng cách từ O đến các cạnh của APQN bằng ẹ nên O là tâm 
của đường tròn nội tiếp tam giác đó. Theo câu a 
OP+0+ON >6. =3R. 


24. Ta có h, >2r=2=h, >3(vì h, eN). Suy ra 2S =ah, >3a. (1) 
Giả sử a>b >c,ta có: 28 =(a+b+c)r=a+b+c<3a (2) 
Từ (1) và (2) suy ra 28 = 3a. Xây ra dấu bằng ở (2) khi và chỉ khi b = a, 
c=a, tức là A ABC đêu. Khi đó h, =hy =h, =3. 
25. Trước hết bạn đọc tự chứng minh bỏ đề sau: 
Nếu a, b, c, đương z 0 thì @&+bse)( +2 +2]>8 () 


a. hụ thị ch sS co =8 va +2] =r(abxel( + + ]>ex 
B 5 e€ 8 b £ a b @ 


+? ©a=b=c  AABC đều. 
j 
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b. Trước hết chứng minh hệ + hỷ +hể >a(h, +hụ +h,} ,sau đó áp dụng 


kết quả câu a). Xảy ra dấu bằng ch, =h, =h, và a = b = c@ AABC 
đều, 
26. Xét tam giác ABC vuông tại A, gọi I là tâm của đường tròn nội tiếp. Ke 
AIT. ID vuông góc với BC. Đặt BC = a. AC =b. AB=c. 
Ea có ah =(a £ b + c)r (cùng băng 2S). 
Nên h h a+b+e „a+a _2a =9 
" a a a 


Mà AII< AI+ID hay h<rV3 +r do đó 


3 Vy 1« 82, 
# 


Từ (1) và (2) suy ra 2 Ï.. 9,5. 
T 


27.a. AC là dây của đường tròn có đường kính là BD nên AC < BD. 
b. AC = BD  ABCD là hình chữ nhật. 

28. Các điểm A, H, E, K thuộc đường tròn có đường kính AE, mà HK là dây 
của đường tròn đó nên HK < AE. Trong đường tròn (O), ta có AE<AB. 
Do dó HK<AB 


A 


C 


29. a. Kẻ HM.L AB. Tam giác vuông AHM có AM = 10cm, MH = 8cm nên 
AH = 6em. 
Kẻ CK 1 AB. 
Ta có: CK = 2MH = I6em. 
AK =2AH = 12cm. 


Do AK = ỹ AB nên CK là đường 


trung trực của AB, do đó CK đi 
qua Ơ. Vậy A ABC cân tại C. 
b.. Đề tỉnh OC, ta chú ý đến cặp tam giác đồng dạng OMC và AKC. 
MC__OC BÉ, 10 __OC 
KC AC 16 290ˆ` 
Đáp số: OC = 12.5 cm. 


Suy ra: 


30. Tính khoảng cách từ O đến AB. được 3em. 
Tính khoảng cách từ O đến CD được 4cm. 
Đáp số: 7 cm hoặc Icm. 

31. a. đường kính AB vuông góc với dây CD 
nên CH = ¬ =6em (giả sử HA < HB). 


Áp dụng định lý Py-ta-go ta tính được OH = 2,5em. 
Do đó HB = 9cm, HA = 4cm. 

6H „ 6.6.6 _ 216 
AB 5 
Cách 2. ACHN và A ABC đồng dạng nên 


b. Cách 1: Ta có Scwiy = 


CHỶ (6` 36 -. ha. 
Scux:S2nc =| S5] -[ỗ] ¬G: Ta lại có 8anc = 2.13.6 = 39 (em ) 


`. ¬ - T tr xe+Ẳ.= — - 16-5 (em) 

3⁄2. a. Gọi I là trung điểm của CD. Hãy chứng minh IH = IK và IC = 'D. 

b. Qua I kẻ đường thắng song song với 2M. 2€ 
AB, cắt AH và BK ở E và F. Lân lượt  E SÀ 
chứng minh: H 
Sans = SAgrn;ĐAprn = AB.II' 
Sapc + Sang = AB.II' (kẻ II', CC), DD? AC FKÐ »# 8 
vuông góc với AB). 

c. Ta tính được IO = 12cm; S,¡¡;p; = AB.II' < AB.IO = 30.12 = 360. 
maxSux¿ = 360cm” © I'=O CD // AB. A 
Khi dó AHKB là hình chữ nhật. 

33. Kẻ MM' L BC, NN'.L AC, MM' cắt NN' 
tại I. Gọi H là trực tâm của AABC, O là 
trung điểm của HI. Chứng minh răng O 
thuộc đường trung trực của dây DM, O 
thuộc đường trung trực của dây EN, do đó 


O là tâm của đường tròn đi qua sáu điểm B ND M ® 
D,M,N, E, F, P; điểm I đôi xứng với H 
qua O. 


Chứng minh tương tự, MM' cắt PP' tại I' thì I' đối xứng với H qua tâm 
đường tròn nói trên. Suy ra I=]'. Vậy PP` cũng đi qua I. 
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34. Kc các dường trung. tuyến CM. DN A 
cua AACD, chủng cắt nhau ở E. 
Gói G là piao điểm của CŨ và AO, 
G là trọng tâm của AABC. 


la có: 

C1 “6 

cà Co 26 <PGJINE, B 
PM CŨ 3Š 


Ta lại cóOD L AB nên T:G L OD. (1) 
Ta có GO L BC mà BC //DN nên 

ÓG LDN tức là OG L DE:. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra G là trực tâm của 
AODIF. do đó OE L DG. tức là 
Ø@ELCD 

35. a. ACOD vuông có OE là đường cao. 
Ta có AC.BD = EC.ED =OE” = R”. 

b. OM là đường trung bình của hình thang 
ACDB nên OM // Ax / By. Điểm M 
chạy trên tỉa Kz song song cách đều hai 
ta Ax. B (K thuộc nửa đường tròn tâm 
O). 

AC+BD 

sẽ: anh 

min8,.j„ = 3R” M =K. Khi đió ACDB là hình chữ nhật. 


€. ĐAcpg = AB =OM.9R >OK.2R = 3R”. 


36. a. Tâm O là giao điểm của các tỉa phân giác của các góc A và B. 


b. AOB = 90. 


c. Gọi C là trung điểm AB. Ta có OM và ON cùng vuông góc với ÓC. 


d. HM=HN HO LMO  MAH =90° © Ax.L AB,By L AB. 


37. a, Kẻ III.L BC. Chứng minh rằng He(I). 


b. Hãy chứng minh BIC = 90” dễ suy ra AB.CD = HB.HC =IH” =a”. 
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c. Theo tính chất của tiếp tuyến và định lý Ta-lét ta có: LÊ co - 


HŒG DC KD 
Suy ra KH // DC (định lý Ta-lét đảo). 
38. Gọi F là giao điểm của BD và AC. Ta có LÊ ~ TP (cùng bằng -P' ) mà 
: AC CF BC 


AC=CF =IE=1D? 


— — ga — = - 

39. a. Ta có MÔN =2 HOR =*Ê”—~^.. Do đó MON =B=Ê=w 

b. ABMO ~ AOMN (g.g).; AOMN ~ ACON (g.g). 
BM BO 


c. ABMO và ACON đồng dạng — n= BM.CN = BO.CO =aŸ. 
d. Tích BM.CN không đổi nên tổng BM + CN nhỏ nhất khi và chỉ khi 
BM =CN. Khi đó tiêp tuyên MN song song với BC. K 


40. a.M, A, N thắng hàng. 
Tứ giác BMNC là hình thang, 5nwwe = 2Sagc. 
Tính AH được 30cm. Đáp số: Spwy¿ = 1950cm”. 

b. Đặt AK =x,KN =y. 

Ta có AKNA ~ AKHC (g.g) 
AK_KN AN x y 5 
>Đ—- =———> = =_ 
CK KH CH y+45ã x+30 3 
Từ đó suy ra x = 78cm, y = 72cm. 
c. Đáp số: IM = 48cm, IB = 52cm. 
41. Dễ dàng tính được DE = 5cm. 
Ta có: 


Sope =Đnoc ~ Ông ~ Ÿopp — Socp 
Sopg =36—6~—6—9 =15(em). 
Kẻ OH 1 DE, ta có: 
OH =2S5opg :DE=2.15 : 5 =6(cm). 
Từ đó suy ra điều phải chứng minh. 
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42. a. Chú vì ADMN bằng 2a. 
b. MBN - đã", 
e. Tacó MN< DM +DN 
>MN+MN< DM + DN+ MN= 3a (câu a) 
» AMN < 3a > MN < a. 
Ta có MN > DM, MN > DN nên 
»MN>DM+DN 
>iaiMN >DMx+ DN+MN =9a ( câu a) 


2n 
> MN >—. 
hủ) 


43. Kẻ OII.L BC. Gọi bán kính của (O) là R 
Ta có OH =95 — 4 (nếu O thuộc đoạn thăng AC, h.a) hoặc OH = R - 95 
(nếu O thuộc tia đối của tia CA, h.b). Gọi I là giao điểm của (O) với 
cạnh BC. ta có OI=R. IH=R-23. 


Trong AOHI vuông: IH? +OH? =O†? nên (R~9) + (25— R)” = RẺ. 
Đưa vẻ phương trình R” -54R + 629 =0 ©- (R ~37)(R—17) =0 
Vậy R = 17cm hoặc R = 37cm. 

44.a. Kẻ tiếp tuyến chung trong tại A, cắt BC ở I. Ta có IB = IA = IC nên 
BAC =90), 

b. IOLIO' (ta phân giác của 
hai góc kê bù) nên 
OIO'=909. tam giác IOO' 
vuông, đường cao IA nên 
1A” =O0A.O'A = Rr. 

Do đó BC =9IA =9/Rr. 

c. Ta có BAC=90° nên BAD =90°. Tam giác ABD vuông tại A nội tiếp 

đường tròn (O) nên BD là đường kính = 3 điểm thẳng hàng. 
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45. Gọi D là giao điểm của OM và đường tròn (O). 
Ta có: 


OA=0D=0C=“ = 


14+28 


=81(em). 
OIOA —IA =21-— 7 =14(cm). 

OK =OC- KC =21-14 =7(cm), A IHB Q K ¬ 
IK =14+7=21(em). 

Gọi bán kính của đường tròn (M) là x. Ta có IM = x + 7. MK =x + 14, 
MO =OD-MD =21-x. 

Cách I. Kẻ MH L AC. Ta có 

HK? ~HI =MK? - MỸ =(x+14)” ~(x+7)Ÿ = 7(9x +21) 


Ta lại có HK + HI=IK = 21,suy ra HK ~HI=2x+7. q) 


Ta có HO? - HẺ = MO? -MỸ =(21—x)” =(x~7)” =28(14- 2x). 
Ta lại có HO + HI=OI=14,suy ra HO - HI=2(14- 2x) (2). 


Từ (1) và (2) ta có: HK HO=5x+7~2(14~#x)=7 x =3) 


Ta lại có HK - HO =OK =7, suy ra ¬g-8=1 Vậy x = 6. 
Bán kính đường tròn (M) bằng 6cm. ' 
Cách 2: Kẻ MH L AC. Gọi thêm HI = y. Ta có: 
HK? -H =MK? ~MÉ œ(21- y)” ~y? =(x+14)”~(x+7} 
©21(21-2y)=7(9x +91). 
Rút gọn được x+ 3y =21 @) 
Ta lại có HO? - H? = MO? - MỸ »(14- y)” - y? =(21—x)” -(x - 7” 
©>14(14-9y) = 28(14—2x). 
Rút gọn được 2x - y =7. (4) 
Từ (3) và (4) suy ra x = 6, y = 5. Bán kính đường tròn (M) bằng 6cm. 
Cách 3. Áp dụng công thức Hê-rông tính diện tích tam giác 
8= jp(p —a)(p — b)(p - e) với độ dài các cạnh a, b, c và nửa chu vi p. 
Chu vi tam giác MOI bằng 14+(21- x) + (x + 7) =42(em). 
Chu vi tam giác MOK bằng 7 + (21- x) + (x + 14) =42(cem). 
Do IO=2OK nên So; = 28uo, tức là Sfxor = 4Sox - 


Ta C =#1(21-14)[21-(21-x) |[21-(x+7)]= 21.7x(14-x) 


Say =21(91-7)[21—(21—x) |[21—(x +14)]=91.14x(7~ x). 


Đủ Sa 


=4Đoy nên 21.7x(14—x)= 4.21.14x(7— x). 
Lư đó x =6. Bán kính đường tròn (M) bằng 6cm. 
4ó. a. Ta có: 
AB + CŨ =(AE + EB) + (CF + FD)= (AE + CF) + (EB + FD) 
=(EG + GE)+ (EN + HE) =EF +EEF=2EF. (]) 
Tá lại có AB =CD (đối xứng nhau qua OO'). 
Nên AB +CD=2AB. (2). 
Từ (1) và (2) suy ra AB = EE. 
b. Ta có: 
EG + EH=EA + EB = AB 
nên 2EG +GH=AB. (3). 
Tương tự 2FH + HG = CD. (4) 
Vì AB =CD nên từ (3) và (4) 
suy ra 2EG = 2FH. 
Do đó EG = FH. 
47. a. Xét hai tam giác MAC và MDA có: K 


Ñ chung: MAC = MDA = 2 sáÁ©. 


Suy ra AMAC đồng dạng với AMDA (g - g) 
MA _MC 
2> —-—-— 
MD_ MA 
=> MA?=MC.MD. M 
b. * MA, MB là tiếp tuyến của (O) 
nên MAO = MBO =90° 
* [ là trung điểm dây CD nên MIO = 90°. 
Do đó: MAO =MBO = MIO =90° = 5 điểm M, A, O, I, B cùng thuộc 
đường tròn đường kính MO. 
c. Ta có MA = MB (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau) và OA = OB = Rụo,. 
Do đó MO là trung trực của AB => MO L AB. 


Trong AMAO vuông tại A có AH là đường cao => MA” = MH.MO. Mà 
2 MH _MC 
=MC.MD (d MC.MD =MH.MO > ——=—— (]). 
MA (do a)) => MC ¬® XP mo ( 
Xét A MHC và AMDO có: M chung, kết hợp với (1) ta suy ra AMHC và 


AMDÔ đồng dạng (c-g =c)= MHC = MDO = Tứ giác OHCD nội tiếp. 
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Ta có: AOCD cân tại O => ODC= MDO; OŒĐ =OHD (do OHCD nội 
tiếp). Do đóOHD =MDO mà MDO = MHE (cm!) = MHC =OHD 

= 90°~ MHC= 90 - OHD= HÀ = DHA = HA là phân giác của 
CHD hay AB là phân giác của CHD. 

d. Tứ giác OCKD nội tiếp (vì ĐCK =ØDK =90 ) => ØKC = ÕDC = MDO 
mà MDO = MHC (chứng minh trên)  OKC =MHC = OKCH nội tiếp 
= KHÔ =KCO =90 = KH L MO tại H mà AB 1 MO tại H = HK 
trùng À AB =K,A, B thăng hàng. 

48..a. AKD=Iv y (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn). APAD cân (DA = DP) 
nên PAE =APK. Hai tam n giác vuông PAE và APK có: 


Cạnh huyền PA chung; PAE = APK nên B 
APAE= AAPK. 
Suy ra PK = AE. (l) ` 
b. Ï=Ê=f=900, ta có 3 góc cùng nhìn + 
AD một góc 90 — I, E, K, A, P thuộc ý ` 
cùng một đường tròn. A D 
c. Tứ giác AIPE cóA =Ï=Ê=1v,suy ra AIPE là hình chữ nhật, do đó 
AE=PI (2) 


Từ (1) và (2) ta được PI = PK. 
49.a. AD? =OD?+OA?;AD? =5a?vậy AD =av5. 


Hai tam giác vuông ACB và AOD đồng dạng (Ấ chung) ta có: 
AC_AB, AC 9a 2av5_ 

b. ACB=lv nên C thuộc đường tròn đường kính  ởz 
AB =2a và có tâm là O. Đường tròn này qua E 
vì OE =OA =OB =a. _. 

c. OE vuông góc với đường kính AB nên phải qua trung điểm của cung bị 
chăn AEB. Do đó CE là phân giác của góc vuông ACB. 

50. a. Kẻ O°L // BC, O°C và OB song song nên O°L = BC. 
Ta có O'I2 = BC? =OO?-O12; O'L2 = BC” =(R+R)” -(R— R9” 
BC? =4RR'suy ra BC =2VRR' 

R` 2VRR'=(R+R')/RR' 


n c hay ÊS mì, Vậy BƠ = 

ÏÑO AD Ôáa Hư 

AC BC AC BC 4axJ5 
CO lay CC... NWyBG-BAG- SỔ, 
A0 HÓ Sỉ AO ĐÀO chư b ` 4 


b. Sopco- = 


KP 


I1. 


b. Trong ABHA có HAB =180° ~(90” +) 900 -€ 


Điện tích giới hạn bởi BC và hai cũng AB và AC bằng điện tích tử giác 
OBCO' trừ cho diện tích hai quạt tròn AOB và AO"C. 

* Khi R'= b thỉ So. =4R# v3 

* Trong Avuông OLO" có: OO” =4R': OL = 3R`. B 

Như vậy OO' = 2OL suy ra AOB=60" 
và AO'C =120" 

Lừ dó tính được diện tích phải tìm là: 


F ,⁄ứa |[9nR? rmR° 'ƯNG: 
8-41R 4a-[ s—n J=ˆgø8ñ~rm) 


a. Theo giả thiết Â = € + 90°. Ta có 


A+B+€=180° >€+90° +B+Ê = 1809: Ê=4ã-=. Vậy Ê<4ø" 


B=C (số do 2 góc này cùng bằng 2 5dAB) 


Do đó Ä+B=900°-Œ+€=90°. Suy ra f =900. 
Hai tam giác vuông CBH và BAH đồng 
dạng (có góc nhọn bằng nhau) nên có 
BH_AH 


—==-„ hay BH” = AB.CH 
CH BH 


. Ta có OB // CH (vì cùng vuông góc với HB). Do đó B; =Ê mặt khác 


B¡ =OBC nên ÁCB =OBC = AB = BC! AB = BC', C` là giao điểm 
của ta CO với đường tròn (O) ngoại tiệp A ABC. 

Trong A vuông CBC': BC”+ BC” =CC” =4R? 

Hay AB” + AC” =4R” 


.a. Ta có ACB =lv vì vậy góc nội tiếp chắn nửa đường tròn đường kính 


AB. Vậy AC L BE. Suy ra trong đường tròn tâm A, đường kính AC chia 

đôi dây BE. 

CB= CF. 

Trong đường tròn tâm O, đường kính AB 
vuông góc với dây CD nên AC=AD. 

AC 
2 

Vậy CBA = ACD. 


sdCBA =sử 


, sđACD = si, 


. CM là đường trung bình của AABC 


nên OM // BC, do đó BCLAC thì Ê 


OM.LAC suy ra M=Iv. Vậy M nhìn 

AO có định dưới 1 góc vuông nên M K 
chuyển động trên nửa đường tròn 

đường kính AO (nửa đường tròn này 

và nửa đường tròn ACB cùng ở một 

phía của đường thắng AB). 


53.a. AABC = AADE & ° E B 


%4. 


(AB = AD, AC = AE, Â chung) 


Suy ra ABC =ADE và ACB = AED 
Mặt khác: CD =AD— AC; BE = AB—- AE nên CD = BE. Từ trên suy ra 
ACDH = ABHE (g.c.g).Do đó được: HC = HE.;A AHC = A AHE vì có 


HC = HE, AH 1 chung,AC = AE. chi ra DAH =BAH 

sđDAH =u! ÉẾ, sđBAH =sd CC, mà ĐAH =BAH nên KC = KB: suy 
ra OK_LBC. 

Ta có ACB =Ivvì là góc nội tiếp chắn nửa đường tròn. Vì AED =ACB 
nên AED =lv. Tứ giác ACHE có tông 2 góc đổi: ACH + AEH =2v nên 
là tứ giác nội tiếp. 

Ta có AKB =Iv (góc nội tiếp c chăn nửa đường tròn) ADAK = AKAB vì 
có AB 3 chung, AD AD=AB, DAK =KAB. Suy ra AKD = AKB= 1v. 


Vậy BKD = AKB+ AKD = 2v nên B, K, D thẳng hàng. 


a. — Hai tam giác OCA và ECB đồng dạng cho ta: Lộ TC 


EB CB 


- Hai tam giác AOD và BFD đồng dạng cho ta: 
OA _DA 


BF DB' 


Theo giả thiết: TH Á 

CB DB 

Nên Gà) =EB=BF 
EB BF 


Qua B' kẻ E'B'F' song song với EBC. Ta dễ dàng đông minh được 
BE' = BF'. Hai tam giác OA'C' và E'B'\C' đồng dạng, cho ta 


.. Hai tam giác OA'D' và F'B'D' đồng dạng. cho ta 
D'A _ OA' .„ OÁ' _OA' 5À" HÀ” 
——.==—: VìIEB'=BF" = : 5 

NI TT. x.:....nn: 
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55.n, Irong A AFD ta có: sđD = — 


. AOI 5 sđAC + sđCl : Si = sđÁC + XU N GI) 
2 P2 2 
Vậy D=A suy ra tam giác AFD cân đỉnh F. 


Trong tam giác AFE: Â¡ =900 ~ Â›;Ê= 900 - Äz(vì DAE = 90"). 


Vậy: Ái =Êvà AF = lừ SUY ra: m =1 A 
b. Tam giác AFB và AEC đồng dạng vì có: 
B=CAF= — Và góc F chung. B 
2 II E 
Do đó Săn „ _— " 
SApc AC I 
Hai tam giác AFB và AEC có chung đường cao xuất phát từ A. do đó ta 
cũng có: Tạm „TP đo đó: —: — - 
Suy PỔ FC AC 


56. a. ABE=AEB=450. 
Vậy AE = AB và BE=cV3 


b. Ta có: An Suy ra 
l BE CE ; 
T= 
AD - CA-BE _ lạ ĐÓ Pu. 
CE b+c H' 
c.. Đường cao AH của hình thang bằng _ = _ 
= AD+BE _. : vn Ta XE ve 
Vậy: SAppg = -YNGG Ba) ¡ CH'= (AAH'C vuông cân). 
AD.CH' bỀc 
Vậy: S\ep =————= 
âY: ñcp D) 2(b+e) 


57.a. Avuông ABD và ACD có cạnh huyền chung AD và cạnh góc vuông 
AB = AC nên bằng nhau. Suy ra DB = DC.Tứ giác ABCD có 


ABD + ACD =1v+1v=9v. Vậy nó nội tiếp được trong một đường tròn, 
=› BŒD = 180” ~ Â = 180 ~60° = 120 


b. BDC=1200suy ra sđBMC=1200 suy ra BMÙ = 2 đường tròn nên 
BMC -s340" =120°. Tứ giác AEMF có ẾMF+ Â =BMC + Â =180 
nên là tứ giác nội tiếp. 

135 


s8. 


b. AAOO”~ AABC nên 


Vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác EME đi qua điểm A có định khi M 
chuyển động trên cạnh nhỏ BC của đường tròn tâm D. 

AABE = ABCF (AB = AC, ABE = BGF,Â = CBF = 901) 

Suy ra AE = BE. 

a. DELOC= ME = MD, tứ giác AEBD là hình thoi vì có 2 đường chéo 
vuông góc và cắt nhau tại trung điểm mỗi đường. 

ADC =lIv(góc nội tiếp chắn nửa 
đường tròn O) nên DCL AD mà 
AD//BE suy ra BE.L DC. 

BFC =1v (góc nội tiếp chắn nửa 
đường tròn O°) nên BF L DC. Vậy 
BF và BE cùng qua B và cùng 
vuông góc với DC nên phải trùng 
nhau nghĩa là B, F, E thắng hàng. 
M và F cùng nhìn BD dưới một góc vuông nên tứ giác BDMF là tứ giác 
nội tiếp. 


^ 


. BM và DF là đường cao của tam giác BDE nên C là trực tâm. do dó 


CE.L BD mà CG L BD (CGB =Iv) suy ra E, C, G thẳng hàng. 
Vậy DF, EG, AB đồng quy. - ; 
Tam giác vuông DFE có M là trung điêm của cạnh huyền DE nên trung 


tuyến ME =2 DE. Từ đó Ÿ\ = Öu;Ê› =Ôi =Ô; 


Nên Ê +Ê› =ñi xiển =901. 
Vậy MFO'= 1v MP là tiếp tuyến của đường tròn O". 


. a. Đường thăng OO' là trung trực của dây AD. 


Do đó: ÃBD = AOO' 
(số đo bằng sả”) 


cũng thế: ÃCD = AO'O. 
Vậy AAOO'~ AABC 
DA _ABR_AB 
“ÑA AC R' AC 


Vậy tỉ số mu không phụ thuộc vào vị trí của D trên BC. 


c. Trong tam giác ACB: OA +Olö > AB S2R>AB= R>ệ, 
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Vậy giá trị nhỏ nhất của R là ¬ 


* Chứng minh tương tự. giá trị nhỏ nhất 


L& : 
cua l' là =. Khi dó tâm OÓ và ©'`. lần 
lượt là trung điểm của AB và ÁC. Dưỡng 
thang OO ` song song với BC và AD là 
dường cao của A ABC. 

a. Ta có AB = CB = BD = DA. 
A-B=€Œ-I)=1v (góc nội tiếp chắn nửa 
dường tròn). Vậy ACBD) là hình vuông. 

R2 


b. ÁC Rj3 = 1.6.3 = 3,9627(m) :OF =~T— = 1,1328(m) 
ABE+OC 


60. 


c 


c. Diện tích hinh thang AOCE - OA 
A AI:B vuông cân nên AE = AB =2R: 8;oe; = ` = = 


Điện tích quạt tròn AOC == Diện tích giới hạn bởi AE. CE và cung 
AC là: cm ~ = = ˆT6 —m)=1,8294 (m” ) 


61.a. Ta có: Âi =Ê¡ (đồng vị), Ẩi =Ẵ; (so le trong). 
Vì Â¡ = Â› suy ra EA = AB:AEAB E 
vuông cân nên có EB= AB/9 =c42. 
Mặt khác theo Talét: 

AD_ CA _ b ~ Ap „ ef8 # 
EB CE bèc b+e 
b._ Vì AD' song song với BK nên: 


B: =A;(so le trong); 
Ñị¡=Âà (đồng vị) 
Vì ñị =Ñ¡ nên Âš = Â¡ = AD' là phân giác ngoài của rŠ 


G 


: bi CAU, CÀI ) ,_ beV3 
BK = A2 =c/2. Mặt khác NT su n= 
62. a. Ta có: trong tam giác vuông ABC D 
BC” = AB” + AC? =24? + 18? = 900 A 
Vậy BC = 30mm =>MC = 15mm. E 


b. Tam giác vuông DMC và BAC đồng 

dạng vì có chung góc C. 
..DC DM MC 
Tacó: —=——=—— 
BC AB AC 
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_BCMC _ 30.15 _ 25mm: DM = AB.MC 
AC 18 

c. Tam giác vuông BEM và BCA đồng dạng. 
Ta có: TP Bị =BR= BE 2 

BC AB AB 

d.. EAC=EMC = 1v. Suy ra A và M thuộc đường tròn đường kính EC. 
Điêm E thuộc trung trực của BC nên: EC = BE = 18,75 
=r=09,375mm. 

63. a. Tam giác vuông [AC, BAO và BID đồng dạng, ta có: 
AC ID 


=DC = 20mm. 


=18,75mm 


—~=——= AC.DB =IC.ID =a? l 
IC  DB 
b. Mặt khác ta cũng có: 
AOØ_ OA„,.... ID: ƠA 


T6 ` oBU)*Ì P§”ØB 
Nhân về với về của (1) và (2): 

AC _ OAŠ 

DB_ OP? 


(2) 


16a? 16a? 


L) 
`. T— =0A.OB=*Ê*` =(a+CA)(a + DB) = 


=a? ~a(CA + DB) +CADB=C”.Nhưng CA.DB =a? nên: CA + D8= =. 


Từ CA.DB=a”; CA + DB= “ ^, ta có 
CA =2; DB =ãa. CA =3a;DB =2. 

64. a. Trong A vuông ABC 
BC? = AB? + AC? =28? + 21? =1225 
BC = v1225 = 35(mm) 


Từ: b.c = ah ta có: h„ 2 „58x21 
a 3ã 


=16,80(mm) 


b. Tứ giác ADHE là hình chữ nhật vì có các góc đều bằng 1v (góc nội tiếp 
chăn nửa đường tròn). 
AH AB.AH 


AAHE A.AHC denc6: CC. 5E. pe 
AB BC BC 


=13,44(mn) 
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Tương tự: M 
ng k C5 - á0HB(nun) 

AC BC BC 

Từ đó dược: 

Bang, = HE.AE =135,47(mm”) 


ADHE 
Tam giác NEH cân (HEN = EHN ) 
suy ra EN là trung tuyên của A 
vuông HI:B. Vậy NH = nh. T 


Tương tự: HM =S”, Do đó MN= “+ == T- 


65. a. Dễ dàng chứng mình được AMBT ~ TBN 


c. AABM và ANHB có B chung, từ hệ thức (*) suy ra —— 


MB _BT 
BT BN 
b. A ABT là tam giác vuông T =lv mà TH.L AB = BT° = BH.BA (2) 
Từ (1) và (2) suy ra BM.BN = BH.BA. (*) 


= BT” =BM.NB. 


AB _BM 
NB BH” 
Vậy AABM~ ANHB (th.2) = HNB = MAB 

Vậy tứ giác AHMN nội tiếp. 

66. a. Hai tam giác ABC và DBA có BAC = ADB và DAB = ACB. 
AC _AB 


Vậy: AABC ~ ADBA = 
k AD BDỂ) 


b. ABDP và ABAQ có BAC = ADB (chứng minh trên). 


Từ hệ thức (*) ta có thẻ viết: 

AC 

#“hi ay sụn (vì P và Q lần 

2 

lượt là trung điểm của AD và AC). 

Vậy ABDP ~ ABAQ = BPD = AQB. 
c. APE+ BPD =3v (hai góc kề bù nhau) mà 
BPD = AQB = APB + AQB = 2v = Tứ giác APBQ nội tiếp được. 


67. a. Ta có PM = PB (định lý); OM = R = OB nên OP là trung trực của MB, 


do đó OP.L MB. Ta lại có AMB =90° (nội tiếp chắn đường kính). Vậy 
AM//OP (vì cùng L MB) và AMPO là hình thang. 
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68. 


-_ Tacó ASOB = AQOM (g.c.g) và OS =OQ. 


Vậy: tàn “on.sw ra SQ //MB 

(định lý Thales đảo). 

Vì Rị đôi xứng với R qua AB nên A 
R,AQ=RAQ. Ta lại có AM // OP; 
MB // SQ; OP.L MB nên AM L §Q. 


Suy ra R,AQ = R,S@ và tứ giác ASQR¿ nội tiếp được. 


.._ Gọi giao điểm của tia OP và SQ là P', ta có P`S = P'Q (vì AOSQ cân: 


PQ' PP' 


SQ//MB; OP" 1 MB). Do PP" / MB nên TỐ, = an (1) 
Mặt khác, do OMR'T là hình bình hành nên PR' // MS: PP` // MR` và 
PP' PR' 
APP'R' ~ AMR'S (th.1). Suy ra CC TC 
(ch.1). Suy ra tn:=Rịg2) 
Kết hợp (2) với (1), được QR7Ng (). Do QP' = P`S = P`R' + E*S nên 


thay vào (3) và nhân chéo, ta được: (PˆR` + R`S) R'§ =(2P°R' + R'S)PR'. 
Từ đó, R'S? =2P'R?hay R'S=P'R'V2 (vì R'§, P'R' > 0). 

Vậy ÔM Trại “ VỀ hay SM =OM2 = R/2;OS = R(1 + V2) 

a. Gọi K là trung điểm của BC, ta có KE = KB = KD = KC (vì 
BEC =90° = BDC), nên B, E, D, C cùng nằm trên đường tròn (K: KB). 


EDB=E'D'B do cùng bằng 
E'CB (nội tiếp cùng chắn cung 
E'B hoặc cung EB), chúng đông 
vị với nhau nên E'D' // ED. 


AGE'= ABD' (cạnh tương ứng 
vuông góc) do đó AE'=AD'. 
Mà OA là bán kính nên 
OA.LE'D'. Do ED // E'D', suy 
ra OA L ED. 


. Vi KB =KC nên OK L BC. Gọi giao điểm của BD với CE là H, ta có H 


là trực tâm của A ABC, do đó AH = 2OK và AO' =. =OK = chông 


đổi. suy ra đpcm. 
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69. 


b. 


a. Tà có: CBÀ=90° =FBA (nội tiếp chắn nửa dường tròn), nên 
CÁ + FBA - 180" và C, B, F thăng hàng. 


Ta có: CDE =CEE =90" (nội tiếp chăn nửa dường tròn). Suy ra tứ giác 


CDI:F nội tiếp đường tròn đường kính CF. 


c. Do các tứ giác CDEF, BAEE nội tiếp được nên DEA =BEA (vì cùng 


d. 


70. 


bằng DEB ). Vậy tia EA là phân giác của góc DEB. Tương tự. tia DA là 
tia phân giác của góc EDB. Suy ra A là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 
BDE. 

Giọi giao điểm của AB với OO' là 
l, ta có OO'"L AB: IA = IB (vì 
©O©O` là đường trung trực của AB 
do OA = OB; O'A = O'B). Do 
đó O'O /CE (vì cùng L AB) và 
DÓ'O = DFC (đồng vị). Suy ra 
DÓ'O = DBO (vì cùng bằng 
ĐỨC ) và tứ giác ODEO' nội tiếp 
được. 

Nếu DE tiếp xúc với (O), (O° l thì trong tứ giác ODEO' có Ô=Ê=90°M 
và Ô=Ø'=90° (vì bù với Ê,) hay OEDO' là hình chữ nhật. Vậy 
OD =O: và OA = AE. Mà AB // EO' (vì cùng L1 OO') nên AI !à đường 


trung bình của AOO'E và bằng _~ AB = 2AI = EO' = OD (I). Đảo 


k 


by với (1), thì dễ thấy rằng DE tiếp xúc (O), (O'). Vậy điều kiện phải tìm 

àq 

Gọi n là tâm của đường tròn nội tiếp. O là tâm của đường tròn bàng tiếp 

trong góc A, D là tiếp điểm của (1) trên BC. Gọi P, F, Q là tiếp điểm của 

(O) với các đường thắng AB, BC, AC. Đặt BC = a. AC = b. AB =c. 

Theo tính chất các tiếp tuyến của đường tròn (O): 

CF = CỌ = AQ - AC (1); 

ẤP + AO =2AQ = chu vi ABC. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra 

2CF =2QA-2AC 
=(a+b+c)-2b=a+c-—b.@). 

Theo tính chất các tiếp tuyến của 

đường tròn (I) ta có 2BD = a + c — b. 

(4). Từ (3) và (4) suy ra CF = BD. 

Vậy D và F đối xứng với nhau qua trung điểm 

Ẹ 
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71. Gọi O là tâm của đường tròn bàng tiếp trong góc A. 
Ta có: Soac + Soạn —Sonc =Sasc = bR„ +cR, -aR, =28. (1l) 


— lam _.lẾP, § (p-a). @). 


Tương tự: S= Rụ (p —b) = R, (p -e). 
b. Chứng minh dựa vào câu a. 
c. Do bh, =ch, =ah, =2S nên từ (1) suy ra: 
bR, _ cđR, aR, - 1L „1E 11 


a. Từ (1) suy ra: S= 


72. Gọi H và P là các tiếp điểm trên AC của đường tròn nội tiếp và đường 
tròn bàng tiệp trong góc vuông A. 
Ta có 3AH = AB + AC - BC;2AP = AB + AC + BC. 
Suy ra AP- AH =BC, tức là BC =R-r. 
73. a. Ta có BE = CF (cùng bằng nửa chu vi A ABC). 
Trừ đi BC, được CE = BE. 
b. CE= BF mà CE = CI, BF = BK nên CI = BK. 
Ta lại có BI = CK (giả thiết) nên A BIC = ACKB (c.c.c), suy ra B =Ê 


Tương tự Š=Ä. Vậy A ABC là tam giác đều. 


4. Các bài toán dựng hình, quỹ tích 


Một f SỐ kiến thức cơ bản 

1.Các bước giải một bài toán dựng hình 
Phân tích: Giả thiết hình đó đã dựng được, trước hết vẽ phác một hình 
gân giống hình cân dựng trên những nét lớn, nếu cân thiết phải vẽ thêm 
đường phụ. Nghiên cứu tỉ mĩ môi quan hệ giữa điều kiện đã biết và điều 
kiện chưa biết trong hình, từ đó đưa ra cách dựng phù hợp. 
Cách dựng: Trình bày các bước dựng dựa trên kết quả được phân tích 
Các bước dựng phải là bước dựng cơ bản đã biết, hoặc bài toản dựng cơi 
bản, được trình bày theo đúng thứ tự đã được phân tích. 
Chứng mình: Ở đây chúng ta cần chứng mình hình vừa dựng là hình 
cân dựng,tức là chứng mình hình vừa dựng hoàn toàn phù hợp với các 
điều kiện đã cho của bài toán. 
Biện luận: Chỉ rõ khi nào thì bài toán không có nghiệm, một nghiệm, hai 
nghiệm, ..., vô số nghiệm. 

l2.Các bước giải một bài toán qHỹ tích 
Phần thuận: Chứng minh những điểm ở trên hình (H) phù hợp với điều 
kiện bài toán. 
Phân đão: Chứng minh những điểm phù hợp với điều kiện bài toán đều 
thuộc hình (H). 
Kết luận: Quỹ tích cần tìm là hình (TỊ._ 
Dạng I: Chứng mình đường thẳng đi qua điểm cỗ định, 
đại lượng không đổi 

Ví dụ I: Cho xOy và hai điểm A; B lần :ượ: nằm trên hai tia Ox: Oy thỏa 
mãn OA -OB=m(m là độ dài cho trươc). Chứng minh rằng đường 
thằng đi qua trọng tâm G của tam giác ABO và vuông góc với AB luôn 
đi qua một điểm có định. 

bà thi học sinh giỏi lớp 9 tỉnh Phú Thọ, 2003 — 2004 
Giải 

Lấy điểm C thuộc đoạn OA sao cho OC = m (C cố định). 
Vẽ đường tròn ngoại tiếp A ABO và trung trực của AB, cắt nhau tại M. 
Dường thăng qua trọng tâm G của AABO 
vuông góc với AB cắt OM tại N. Ta có: 
AMAC = AMBO (c.g.c) suy ra MO = MC; 
OMB =OMÀA = OMC = BMÀA = AOB =ơ 
không đổi—=M có định (là giao điểm của 
đường trung trực của OC và cung OC chứa 
góc '). 


j. 4“ 
s8 2 
`. 


Gọi I là trung điểm của AB. Xét AOMI, N thuộc OM và G thuýc OI, Vì 


G là trọng tâm của A ABO nên H. NG // MI (vì cùng vuông góc 


OM_OG 2 
với AB) suy ra Âu =N cố định. Vậy đường thẳng qua trọng 


tâm G của AABO vuông góc với AB đi qua điểm N có định. 

Ví dụ 2: Từ điểm A nằm ngoài đường tròn tâm O kẻ hai tiếp tuyến AB và 
AC (B,C là các tiếp điểm). Gọi Mlà điểm bất kỳ trên cung nhỏ BC của 
đường tròn (O) (M khác B, C). Tiếp tuyến qua cắt AB và AC tại E và F. 
Đường thẳng BC cắt OE và OF ở P và Q. 

a.. Chứng minh tứ giác PQFE nội tiếp được trong một đường tròn. 


b. Chứng minh tỉ số T_ không đổi khi M di chuyển trên đường tròn (đường 


tròn (O) và điểm A đã cho cố định). 
ĐTS 10 Quốc Học - Huế 2002 —- 2003 
Giải 
a. Tứ giác PQFE nội tiếp được trong một đường tròn. 
EO cắt đường tròn (O) tại I, FO cắt đường tròn (O) tại G. 
Ta có:EOQ = EOM + MÔQ = 2 sảBMi + 2 sảMC = 2 s4BÐ = EBQ 


= Tứ giác EBOQ nội tiếp > QEO = QBÖ. 

Chứng minh tương tự cũng có EFO = PCÖ. 
Mà QBÒ = CO (vì OB = OC) A 
Do đó QEÖ = PFO = tứ giác PQFE nội tiếp. 


b. Tỉ số m không đổi khi M di chuyển trên đường tròn. 
Ta có: FQP + FEO =180° (tứ giác EPQF nội tiếp). 
£QP + PQÖ =180° (hai góc kẻ bù). Suy ra PQO = FEO 


Hai tam giác FEO và PQO có ÉOF góc chu \g; PQÔ = FEO (chứng 
PQ _ OIL 

EF ON 

Vì điểm A và đường tròn (O; R) có định :ên OH àOM không đi. 


minh trên). Cho nên AFEO ~ APQO > 


Do đó tỉ số Tp Không đổi khi M di chuyên trên đt 3ng tròn. 
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Lƒ dụ š: Cho tam giác cân ABC (AB = AC). D là một điểm trên đáy BC. 
Các dường tròn qua D lần lượt tiếp xúc với AB tại B, với AC tại € cất 
nhai tại K. Chứng minh: 

a.- Dường tròn ngoại tiếp tam giác ABC bằng đường tròn ngoại tiếp tam 
giác KBC. 

b.. Ticl: AD.DK không đôi khi D chạy trên đáy BC. 

ĐTS 10A Chu Văn An - Hà Nội 1991 — I992 
Giải 
a, Nổi KD, ta có sđABD = 2 sdBmD -sđBKD = ABD =- BKD. 


Tương tự ta có: ACD =CKD ^ 


Vậy: ABD + ÁGŒD = BKD + CKD = BKC 

=» BRRC + BAC =180"(Vì ABD + ÁCD = 180") 

Do đó tứ giác ABKC nội tiếp. Suy ra đường 

tròn qua ba điềm A. B, C cũng là đường tròn 

qua ba điểm K,. B, C. 

b. Thesa. Ta có: BKD =ABD 

CR2 = ACD = KD là tia phân giác của BKC (1) 

Mà ABD = ACD .Tứ giác ABKC nội tiếp 
K } 
= 


= BKC = BCA;CKA =CBA 
Mà BCA = ACB > BKA =CKA 


=>kA là tia phân giác của BKC (2) ậ JE===G 

Từ (1). (2) có K, D, A thăng hàng. _QHNN 
AB AD ` 

Từ \XABD ~ AAKB (g.g)=> r8: AD.AK = AB” (không đôi). 


Vĩ dụ 4: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp trong đường tròn tâm O, 
H là trực tâm của tam giác. Đường phân giác trong của góc A cắt đường 
cao 3E tại M, đường cao CF tại N. 

a. Tam giác HMN là tam giác gì? 

b. Khi E, C có định. A chạy trên cung lớn BC. Chứng minh Hà không đôi. 


ĐTS I0A Chu Văn An — Hà Nội 1991 — 1992 
Giải 
HMN =BAM + ABM (HMN là góc ngoài 
của AMAB) : 
a.. Gọi A` là trung điểm cung lớn BC. 
HNM = NAC + ACN(HNM là BÓC ngoài của 
AN\C) 


Mà BAM = NAC (AM là tia phân giác BAC) 
ABM =ACN (cặp các góc nhọn có cạnh tương ứng vuông góc) 
Do đó HMN = HNM > AHMN cân tại H. 

b. Gọi A' là trung điểm cung lớn BC. 
Ta có A"B = A`C, BA'C = BAC, A' cố định 
Xét AHMN cân tại H và A A'BC cân tại A' có MHN = BA'CŒ 5AC). 

HM MN_ MN BC 
D AHMN ~ AA'BC —=—— không đ 
o đó ˆW sét BC “HM AB ông đồi. 

Ví dụ 5: Cho đường tròn (O) bán kính R là một dây BC có định. Gọi A là 
điểm chính giữa của cung nhỏ BC. Lây điểm M bât kỳ trên cung nhỏ AC, 
kẻ tia Bx vuông góc với tỉa MA ở [ và cắt tia CM tại D. 

1. Chứng minh AMD = ABC và MA là tỉa phân giác của góc BMD. 

2. Chứng minh rằng A là tâm đường tròn ngoại tiếp A BCD và góc 3C có 
độ lớn không phụ thuộc vào vị trí điêm M. 

3. Tia DA cắt tia BC tại E và cắt đường tròn (O) tại điềm thứ hai F Chứng 
minh AB là tiêp tuyên của đường tròn ngoại tiệp A BEF. 

4. Chứng minh tích p = AE.AF không đổi khi M di động. Tính p theo bán 
kính r và ABC =ơ. 

ĐTS 10 THPT Hà Nội năm 1996 — 1997 
Giải 

1. Tứ giác AI AMCD nội tiếp đường tròn (O) AMD = ABC 
AB = AC = AMB = ABC ..Do đó AMD = AMB 
=MA là tia phân giác góc BMD. 

2. ABMD có MI vừa là đường cao vừa là đường phân giác nên A BMD cân 
tại M, MI là trung trực của BD. 
Do đó AD = AB;Mà AB = AOnên AB = AC. 
Ta có AB = AC = AD do đó A là tâm đường tròn ngoại tiếp A DEC 
Đường tròn ngoại tiếp A DBC cố định vì điểm A cố định và có hán kính 
AB không đổi, do đó BDC có độ lớn không đổi, không phụ thuộ: vào vị 
trí của điểm M trên cung, nhỏ AC. 

3. Vẽ tia Bm là tỉa tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp A BEF, tia Bm nằm 
trên nửa mặt phẳng bờ BC có chứa điểm A. 


Ta có mBE = BEE|= 2 s4BP |; ABC = BFE(AB = A). 


Do đó: mBE = ABE = Hai tỉa Bm và BA trùng nhau. 
Do đó BA là tia tiệp tuyên của đường tròn ngoại tiêp A BEE. 


4. Xét A ABI và A AFB có BAEchung, ABE - BFA 
AB Al 
AF AB 
Biết AB không dồi nên ABỶ không dôi. 

Vậy p= AB.AF = AB không đồi khi M di động trên cung nhỏ AC. 


Do dó AABE -AAFB=+ = AE.AF= AB” 


Vẻ đường kính AH của (Ò). ABH (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn). 
BHA - BCA (góc nội tiếp chắn AB). ABC =ơ = BCA. 

Do đó BHẢ =ơ: AABII vuông tại B 

+ AB = AHsin BHA = AB = 9Rsinøœ 

p AB” =(3R) sin” ø = 4RŸ sin? ơ. 


Ví dụ 6: Cho. Anội tiếp (O) và một điểm M bất kỳ trên đường thẳng BC 
(M#B và C). Vẽ dường tròn đi qua M và tiếp xúc với AB tại B; vẽ 
đường tròn đi qua M và tiếp xúc với AC tại C, hai đường tròn này cãt 
nhau tại điểm thứ hai là P.Chứng minh rằng: P e(O) và đường tròn PM 
luôn đi qua một điểm có định khi M di động trên BC. 


Giải 


Ta cần chứng minh Pe (O) với mọi vị trí M, xét các trường hợp: 

* Diểm M thuộc cạnh BC: Do AB tiếp xúc với đường tròn (BPM) nên 
BPM=ABC (vì cùng chắn BM). Do AC tiếp xúc với đường tròn 
(CPM) nên CPM = ACB (chắn CM). 

Suy ra BAC+ BPC =Ä+B+Ê=180° nên tứ giác ABPC nội tiếp đường 
tròn. Qua ba điềm A. B, C chỉ xác định được một đường tròn (O) nên 
P<(O). 
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* Điểm M thuộc tia Bx là tia đôi của tia BC (hoặc M thuộc tia Cz là tia 
đối của tia CB). Chứng minh tương tự có PBA =PMC(chắn FB) và 
ECA =PMC (chắn PC) nên PBA =PCA. Hai đỉnh kể B và C của tứ 
giác ACBP cùng nhìn đoạn PA dưới những góc băng nhau nên nội tiệp 
đường tròn. Suy ra P e(O). Gọi N là giao điêm của đường thăng PM với 
(O) thì trong cả hai trường hợp ta đều có: ANP= ACP(chăn ^P) và 
ÃCP =NMC = ANP = NMC,chúng ở vị trí so le nên AN // BC. D› 


AABC nội tiếp đường tròn (O) cho trước và AN // BC với Ne(9) nên 
điểm N cố định. Vậy PM đi qua điểm N cố định. 
Ví dụ 7: Cho đường tròn (O; R), đường kính AB cố định, đường kính CD di 
động (hai đường thăng AB và CD không trùng nhau). Tiếp tuyến của (O) 
tại B cắt các đường thăng AC và AD lần lượt tại E và E. 
Chứng minh BE. BF =4R? 
b. Chứng minh CEFD là tứ giác nội tiếp. 
c. Gọi] là trung điểm của EF và K là giao điểm của AI và CD. Chứn; minh 
rằng khi CD di động thì K chạy trên một đường cố định. 
Giải 
a. Ta có: Tam giác ACD vuông tại A (nội tiếp nửa đường tròn đườrg kính 
CD), nên tam giác EAF vuông tại A.AB vuông góc với EF (vì EF là tiếp 
tuyến tại B). Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông AEE: 
AB =BE.BF c© BE. BF =4R? 


—— AB 0 — ^D 
b. Ta có: AFE= ——__ 180° - sđDB s sảđAD (gứ s& đhh. liền 


£ 


ngoài đường tròn). ACD = gối 


Suy ra: AFE= ACD. Nên tứ giác CEFD nội tiếp. 
c. Tacó AFE=ACD (chứng minh trên) 
AI =SEF (trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác vuông EAF), 


nên tam giác AIF cân tại I. Suy ra: ẾAI = AFI = AFE 

Mà ADC + ÁCD = 90°. Suy ra ADC + FAI = ÁDK + DAK = 90° 
Do đó AKD = AKO =90° 

Vậy khi CD di động thì K chạy trên đường tròn đường kính AO. 

Ví dụ 8: Hai đường tròn (O) và (O' ) cắt nhau Ở A và B. Các điểm M, \ theo 
thứ tự di chuyền trên các đường tròn (O), (O”) sao cho chiêu từ A lên M 
và từ A đến N trên các đường tròn đều theo chiều quay của kim đóng hỗ 
và các cung AM, AN có sô đo bằng nhau. Chứng minh rằng đường trung 
trực của MN luôn đi qua một điềm cô định. 
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Giải 


Kẻ các đường kính BOC; BO'D thì C, A., D thăng hàng. CAD là cát 
tuyên chung cô định. 

Trường hợp M thuộc c cũng BC không chứa A: ABN=ACM. ACM bù 
ABN nên ABN bù ABM, do đó M, B, N thắng hàng. 

Trường hợp M thuộc cung BC chứa A ABN=ABM nên M. B,N thăng 
hàng. 

Trong cả hai trường hợp, ta có CM và DN cùng vuông góc với MN. Do 
đó đường trung trực của MN đi qua trung điểm I của CD. đó là điểm cô 
định. 


Dụng 2: Các bài toán dựng hình 
Vĩ dụ 1: Cho tam giác ABC có ABC =60°;BC =a;AB =e (a, c là hai độ dài 


lẻ 


1. 


K* 


cho trước), Hình chữ nhật MNPQ có đỉnh M trên cạnh AB. N trên cạnh 
AC. P và Q ở trên cạnh BC được gọi là hình chữ nhật nội tiếp trong tam 
giác ABC. 

Tìm vị trí của M trên cạnh AB đề hình chữ nhật MNPQ có diện tích lớn 
nhất. Tính diện tích lớn nhất đó. 

Dựng hình vuông EFGH nội tiếp trong tam giác ABC bằng thước kẻ và 
com-pa. Tính diện tích của hình vuông đó. 

Giải 


^ 


+ Đặt AM = x(0<x<c). 
Ta có: T  xMN s, 


MQ = BM.sin60° = 

Suy ra diện tích của MNPQ là: 

CÁ - Hổ sự xì ọ P 
c 


2c 
” >Ýab c>ab <[® 


S= 


2 
+ Ta có bất đẳng thức ®~ A3) (a>0,b>0) 
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Áp dụng, ta có: 


32 
x(e-x)<(*:5=*) = 


Dấu đẳng thức xảy ra khi: 


e 
x=c-x©x=-. 
2 


aý3 c°_acv3 
Suy ra: S<———.—= C 
Jung 3 NG 
Vậy: S„„„= Si khi x=— s hay M là trung điểm của cạnh AC. 


2. Phân tích: s sử đã Đ. được hình vuông EFGH nội tiếp trorg tàm 
giác ABC. Nói BF, trên đoạn BF lấy điểm F'. 
Dựng hình chữ nhật: E'F*G`H' (E'e AB;G',H' eBC). 
E'EF' BE' BF' FG' 
EF BE BF FG 
=E'F'=F'G',Do đó E'F°G'H' là hình vuông. 
+ Cách dựng và chứng minh: trên cạnh AB lây điểm E' tùy ý, dựng hình 
vuông E'F°G°H' (G', H° thuộc cạnh BC). Dựng tia BF` cắt AC tại F, 
dựng hình chữ nhật EFGH nội tiếp tam giác ABC. Chứng minh tưng tự 
trên, ta có EF = FG, suy ra EFGH là hình vuông. 


Ta có: E}E”/EE và F*G' //FG nên: 


BH' JỆ 

+ Ta có: =cot60° =——= 

ä cố: Thân = 00 T 
".ẽ. .... "nh 


_FG“” EGO  EHẺ J8 

Suy ra: tia BF' cố định khi E' di động trên AB, cắt AC tại một điểm F 
duy nhất. Trường hợp hình vuông E'F°G'H' có đỉnh F' ở trên cạrh AC, 
G' và H' ở trên cạnh BC, lý luận tương tự ta cũng có tia CE' cố định. cắt 
AB tại E. Vậy bài toán có một nghiệm hình duy nhất. 


+ Đặt AE = x. Ta có 


EF _AE (c-x)3 
— = EF=^^;H = 
BG “AB E=(c-x)sinB 5 
^¬ 8.8 
EFGH là hình vuông, nên EF =EH c„ 2X ~(€—X)V3 _.„__e° v3 
€ 2 2a +c/3 
3a?c? 


Suy ra tích hình vuông EFGH là: S=EF?=—————— 
e Ừ = (2a +cx3)? 


lỗ0 ®“ 


Lƒ dụ 2: Cho đường tròn (O: R) và đường thắng d không đi qua O cắt đường 


2 


t9 


tròn (O) tại hai điểm A và B. Từ một điểm M tùy ý trên đường thăng d 
và ở ngoài đường tròn (O) vẽ hai tiếp tuyến MN và MP với đường tròn 
(O)(M. N là hai tiếp điểm). 
Chứng minh rằng MN” - MP” = MA.MB. 
Dựng vị trí điểm M trên đường thăng d sao cho tứ giác MNOP là hình 
vuông 
Chứng minh rằng tâm của đường tròn nội tiếp và tâm của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác MNP lần lượt chạy trên hai đường cô định khi M di 
động trên đường thăng d. 
Giải 

Ta có: MN = MP (tính chất của 2 tiếp tuyến cắt nhau) 
Chứng mỉnh được 2 tam giác MAN và MNB đồng dạng. 

MA _MN 
Suy ra SN "MB MN” =MP” - MA.MB. 
Đẻ MNOP là hình vuông thì đường chéo OM = ONV2=R2 
Dựng điểm M: ta dựng hình vuông 
OACD, dựng đường tròn tâm O đi qua 
điểm D. cất (d) tại M. Chứng minh: Từ 
M vẽ 2 tiếp tuyến MN và MP. Ta có 
MN = VMO? -ON” =R,nên tam giác 
ƠNM vuông cân tại N. Tương tự, tam 
giác OPM cũng vuông cân tại P. 
Do đó MNOP là hình vuông. Bài toán luôn có hai nghiệm hình vì 
OM=R2 >R. 


3. + Ta có: MN và MP là 2 tiếp tuyến của (O), nên MNOP là tứ giác nội tiếp 


đường tròn đường kính OM. Tâm là trung điểm H của OM. Suy ra tam 
giác cân MPQ nội tiếp trong đường tròn đường kính OM, tâm là H. 

+ Kẻ OE.1 AB, thì E là trung điểm của AB (cô định). Kẻ HLL (đ) thì 
HL, / OE, nên HL là đường trung bình của tam giác OEM, suy ra: 
HL= 0E (không đổi). 


t Do H khi M di động trên (d) thì H luôn cách đều (d) một đoạn không 
đổi, nên H chạy trên đường thăng (đ') // (d) và (d`) đi qua trung điểm của 
đoạn OE. 

t Ta có: OM là phân giác trong NMP (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau). 
Kẻ ta _ phân giác trong PNMcắt đường tròn (O) tại điểm F, khi đó 
NE= FP(ứng với góc nội tiếp và góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung 
bằng nhau). Suy ra F ở trên OM, do đó F là tâm đường tròn nội tiếp tam 


# 


w 
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giác MNP. Vậy khi M di động trên (d) thì tâm đường tròn nội tiếp tam 
giác MNP chạy trên đường tròn (O). 
Ví dụ 3: Cho đường tròn tâm O bán kính 15cm, điểm M cách O là 9em. 
a. Dựng dây AB đi qua M và có độ dài 26cm. : 
b. Có bao nhiêu dây đi qua M và có độ dài là một sô nguyên xentimẻt? 
Giải 
a. Phân tích: Giả sừ đã dựng được dây AB đi qua M và AB = 26cm. Kẻ 
OH+ AB, độ dài OH = h. Xác định (h là khoảng cách từ : đến dây A'B 
bất kì dài 26cm) g 
Điểm H thoả mãn hai điều kiện: 
- Nằm trên đường tròn có đường kính OM ; 
- Nằm trên đường tròn (O; h). _ 
Cách dựng. Bạn đọc tự giải. 
Chúng minh- Bạn đọc tự giải. 
Biện luận. Bài toán có hai nghiệm hình. “¬ẽ 
b. Dây ngăn nhất đi qua M là dây EF có khoảng cách từ tâm đến dây lớn 
nhất bằng 9cm, dây này có độ dài 2/15? —9? =24cm. Dây dài nhất đi 
qua M là đường kính CD có độ dài 30cm. 
Ứng với mỗi độ dài 25, 26, 27, 28, 29cm, có hai dây đi qua M. Do đó có 
2 +5.2 = 12 (dây) đi qua M và có độ dài là một số nguyên xentimét. 
Ví dụ 4: Cho đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD. Trên cạnh AB hãy xác 
định điểm M để cho ADM = BCM. 
Giải 
Giả sử tìm được điểm M trên cạnh AB để ADM = BCM = ơ. 
Tứ giác ABCD nội tiếp nên Â + €=180° hay Â + DCM +ơ = 180°(1) 
Trong AAMD ta có: Â+ ÂMD +ơ =180° (2) 


So sánh (1) và @) Suy ra AMD + = DCM +ø = AMD = DCM. 
Vậy M là tiếp điểm của đường tròn đi qua hai điểm D và C và tiếp xúc 
với cạnh AB. Dễ dàng chứng minh ASBD ~ ASCA (S là giao điểm của 
các đường thẳng AB và DC (S chung, BAC = BDS) 

+58 SD 


—= À = 
®s BA BI SC.SD (I) 


ASMC ~ ASDM(Š chung, SDM =MS) suy ra | 

8M _§C h 2 

SD “EM = §SM” =§CSD.(2) = SM? = SB.SA 
_ŠM -.8B _ SM-8A _ SB-SM › 
SA "SM SA SM 
MA MB_ MA SA 


B MB SB 


ABŸ” I 


MA _‡ 
MB SB 


Điểm M chia đoạn thăng AB thành hai đoạn thăng và người 


ta gọi điểm M là điểm chia đoạn thăng AB theo tỉ số q 


Lí dụ 5z Cho đường tròn tâm (OÓ) đường kính AB. Từ một điểm M trên 


3 


3 


đường tròn (M khác A. B) ta vẽ tiếp tuyến xy với (O). Kẻ AD Lxy và 
BC Lxy. 


. Chứng minh MC = MD. Từ đó suy ra AD + BC có giá trị không phụ 


thuộc vào vị trí của M. 
Tính tỉ số điện tích tam giác AMB và diện tích tứ giác ABCD. 
Giả thiết ta phân giác góc ĐW”: cắt AB tại Ï bọ đi qua E của đường kính 
EF (EF L AB). Chứng minh —— > 3|Ma Ũ mm] Nêu cách dựng tam 
Tn MA ` MB 
giác AMB biết MI =m, AB = a. 
Thi học sinh giỏi lớp 9 -TP Vinh, Nghệ An -2008 
Giải 
Chứng minh được OM là đường trung bình của hình thang vuông 
ABCD. nên MD =MC. Theo tính chất độ dài đường trung bình của hình 
thang suy ra được: AD + BC = 9OM = AB (không đôi). 
+ Kẻ MH L AB, chứng minh được: MC = MD = MH. 
+ Chứng minh được: S.pw = S,ww;Ö„p = Šmcp N 


Suy Ta: Shap _L 
ABCD 2 c 
. a. Chứng minh: kẻ AN //IM cắt BM kéo dài tại N. B 
3 MI_BM NA.BM 
Khi đó =—-==+=MI= * 
FT NA BN ` BN Ô) 


Trong tam giác AMN có AN < MA + MN =2.MA, từ (*) có: - 
NI ST. 1 >s[ h + : } đpcm. 

MA+MB MI 2(MA MB 

Phân tích: - Già sử AMAB dựng được. Ta có AB = a, MI = m và đặt EI = 
Khi đó ME =m + x. Vì AEOI ~ AEMF, nên 


a n a? mì m? a 
x(x+m)=a©x +iK =-—® #+rr Sự thế Ì 


+ Như thế x+ Chu là cạnh huyền của một tam giác vuông mà hai cạnh góc 


== 


vuông bằng ——— và —. Suy ra cách dựng sau: 


Cách dựng: - Dựng AEAG vuông ở A có AG = T 
'ˆ 
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- Trên GE dựng điểm K sao cho GK = Ã , ta được đoạn EK = x. 


- Dựng đường tròn tâm E bán kính EK dấ AB qại I. 
- Nồi EI cắt đường tròn (O) tại M. AMAB là tam giác phải dựng. 
Chứng mình và biện luận: Học sinh tự giải 


Dạng 3: Các bài toán quỹ tích : . 
Ví dụ I: Cho đường tròn (O; R) đường kính AB cô định. P là một ciêm cố 


định nằm giữa B và O. Một góc vuông MPN quay xung quanh định P 
(M,N thuộc đường tròn (O; R)). Gọi I là trung điểm của MN. 


a. Chứng minh: R? =IO? + IPỶ. - 
b. Tìm quỹ tích của điểm I. (thí sinh không phải làm phần đảo). 


a. 


Thỉ học sinh giỏi lớp 9 —TPVinh,Nghệ 1n -2009 
Giải 
AMON có Ô =900; ] là trung điểm của MN =PI- T= =IN. 


IO 1L MN =IO? +IN? =NO?. Vậy IO? +IP? =ON”? =R? (đpcm. 

Gọi K là trung điểm của PO; kẻ IH.L PO, ta có: PỨ =IH? + HP” (1) và 

1O? =IH? + HO? (2). Từ (1) và (2) ta được: 
I +IO? =2IH? + PH? +HO? =2KI? + PK? + KO? 


tì 
T113. M 


B 
Tức là: R” =2KI? _— Kf = 2(2R? PO?) 
KI= 2V2R' —PO? (không đổi) 


mà K cố định nên I thuộc đường tròn tâm K bán kính 2V2R' -PŒ 


Ví dụ 2: Cho đường tròn (O) và dây BC có định không .. tâm O, điển A di 


Ai 


chuyển trên cung lớn BC. Trên tia đối của tia BA lấy điểm D so cho 
AD = AC. Gọi M là trung điểm của CD. Hỏi M di chuyên trên đường 
nào? Nêu cách dựng đường này và giới hạn của nó. 
Giải 

Ta có: tam m giác ACD cân tại A (gt) nên 
BAC =2ÄDC (BAClà góc ngoài của 
tam giác ACD).Gọi I là trung điểm của 
BC, ta có MI // BD (đường trung bình 
của tam giác BCD), nên: 


IM© =BDC =s BÁC =2 DOC = 


“I6 


ông đổi) 


. Xét hai tam giác BEI và BDK, ta có: 


+ Do đó: M chạy trên cung tròn nhìn đoạn [C dưới góc ˆị không dõi. 
' Dựng ta OI cất đường tròn (O) tại N. ta có: 
NHC - } BÁC - BDC -IMC. 

+ Dựng ta In`⁄BN. dựng đường thăng qua 

[ và vuông góc với In` cặt trung trực đoạn 
IC tại O¡. Dường tròn tâm O¡ và dị qua C 
là đường cần dựng. 

: Khi A chạy trên cung lớn BC tới trùng 
với A thì D trung với Dụ trên tiếp tuyên Bt 
của (O) và BD, = BC,khi đó M trùng với 
Mụ là trung điềm của CDu. 

t Vậy M chỉ đi chuyền trên cung lớn CMụ của đường tròn (Ô;). 


7ï dụ 3: Cho nửa đường tròn đường kính AB cố định. C là một điểm bắt kì 


thuộc nửa đường tròn. Ở phía ngoài tam giác ABC vẻ các hình vuông 
BCDE và ACFG. Gọi Ax. By là các tiếp tuyến của nửa đường tròn. 
Chứng mỉnh rằng khi C di chuyề ên, trên nửa đường tròn đã cho thì đường 
thăng ID luôn đi qua một điểm cố định và đường thăng FG luôn đi qua 
điểm có định khác. 
“Tìm quï tích các điểm E và G khi € di chuyền trên nửa đường tròn đã cho. 
Tìm quï tích các điểm D và F khi C di chuyển trên nửa đường tròn đã cho. 
Giải 
Gọi K là là giao điểm của Ax và GF, I là giao điểm của By và ED. Ta có: 
BBI = BCA =90°: EBI=CBA (góc có các cạnh tương ứng vuông góc) 
BE = È€. Do đó: ABEI= ABCA = BI = BA mà By cô định, suy ra điểm I 
có định. Tương tự, K cô định 
+ Vậy khi C di chuyển trên đường tròn thì đường thẳng ED đi qua điểm I 
cố định và đường thăng GF đi qua điểm K có định 


. Suy ra quï tích của I là nửa đường tròn đường kính BI (bên phải By, 


C=^A=E=šlG=B=E=B; quï tích của K là nửa đường tròn đường 
kính AK (bên trái Ax, C=A==G=A,GC=B=6G=K) D 


BE_ BI 1 

; EBI+IBD = KBD + ÍBD = 45" B 
BD BK “ng: + KBD+ 45 : 
= EBI = KBD. 


Do đó: ABEI=ABDK = BDK= BEI=901 h 
+ Vậy, quï tích của D là nửa đường tròn đường kính BK. 
+ Tương tự, quĩ tích của F là nửa đường tròn đường kính? 
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Ví dụ 4: Từ hai đầu đoạn thăng AB, dựng các đường vuông góc Ax và By 
với đoạn thẳng đó và lấy AC và BD sao cho: AC.BD = = 

a. Chứng minh rằng nếu O là trung điểm của AB thì:CD? =OCŒ? + OI? 

b. Chứng minh răng tam giác ODC đồng dạng với các tam giác AOC và 3DO. 

c. Tìm quỹ tích hình chiếu I của điểm O trên CD khi C và D chuyền động 
trên Ax và By. 

Giải 
2 ` 
a.. “Ế  =OA?. Do đó hệ thức đầu bài viết: 
AC.BD=OA? = nh Rọ hay SK” nh dẫn đến hai tam giá: vuông 
AOC và BDC đồng dạng, do đó: Ô, = Ê¡;Ô; = Ô; = Ô, 
Suy ra: Ö; =180” ~ (Ô; + Ô;) = 180° ~ (Ô, + Ồ,) = 90° 
Tam giác COD vuông, theo Py-ta-go CD? = OC? + OD? 
.0OC_OA OC _OB 
b. AAOC ~ ABDO ——==x~- hay —=_—— 
nên: T5=5p"2 Gp BD 
Suy ra hai tam giác vuông BDO và ODC đồng dạng. Vậy tam giac ODC 
đồng dạng với các tam giác AOC và BDO. 

c. Từchứng minh trên, ta SUY ra: Ð.=ÔÒ, rồi COI=Ô, =Q; nên ACOI = ACOA. 
(cạnh huyền chung và một góc nhọn bằng nhau), suy ra: [O = OA = OB. 
Vậy I thuộc nửa đường tròn đường kính AB. 
Đảo lại: 

Nếu I là một điểm bất kì trên nửa đường tròn. 
Từ I kẻ tiếp tuyến với đường tròn cắt Ax tại 
C và By tại D. Ta có: IC = AC, ID = DB; 
1O? =IC.ID hay IO? = AC.DB 


Hay 


Vậy: Gờ tích điểm I là nửa đường tròn đường kính AB. 
Ví đụ Š: 3: Cho đường tròn tâm O bán kính R. Kẻ một dây BC sao cho góc 


BOEC =90°. Từ B và C kẻ các tiếp tuyến với đường tròn cắt nhau tại M. 
a. Chứng minh rằng trong tam giác MBC các đường phân giác của góc B 
và € cắt nhau tại trung điểm I của cung nhỏ BC, và chứng minh ring bán 
kính đường tròn nội tiếp tam giác MBC là: r = s9 = 2) 
b. Chứng minh răng các đường phân giác ngoài của góc B và C rà rhau tại 
trung điểm I' của cung lớn BC, và chứng minh rằng: I'K = sít v2) 


œ& Ẩnổ điểm của IOI' với BC). 
l6 ˆ ự 


c. Gọi A là một điểm bất kì trên cung lớn BC. Chứng minh rằng góc BAC 
không đôi và dường phân giác của góc đó luôn luôn đi qua một diễm có 
dịnh. 

d. Đường cao BN và CP của tạm giác ABC cắt nhau tại H. Tìm giả trị của 
góc HC. 

Giải 

a.- Qọi | là giao điểm của phân giác trong BD 

với cung nhỏ BC. 

Ta có: DBM = DBC hay sử BỊ = sd1C. 

Suy ra [ là trung điểm của cung BC.Chứng 

mình tương tự dùng CD' qua I; I là tâm 

dường tròn nội tiếp tam giác MBC bán kính là 
RW2 R n 

[ = IO=OK= Rang v2) 

b. Dường phân giác ngoài của góc B thì vuông góc với BI, do đó phải di 
qua I` là điểm đầu của đường kính IOI' suy ra [` là trung điểm của cung 
lớn BC. Cũng tương tự như vậy đối với phân giác ngoài của góc C. 


'Ta có: LK =T'0+0K'=R+ #Ê - Ä(2„ J5) 


c, Ta có: BAC -siT = BAC =45° 


Đường phân giác của góc này luôn đi qua điểm có định I là trung điểm 
của cung nhỏ BC. 

d. Góc BHC và góc BAC có các cạnh vuông góc với nhau từng đôi một nên 
BHC = BAC = 45". 

Lƒ dụ 6: Cho đường tròn (O: R) và một điểm A cô định nằm trong đường 
tròn và không trùng với tâm O. Qua A vẽ một dây tùy ý. Tìm tập hợp 
giao điểm N của các tiếp tuyến với đường tròn mà hai tiếp điểm là hai 
đầu của dây đó. 

Giải 

Thuận: Già sử dây cung PQ đi qua A. Hai tiếp 
tuyến qua P và Q cắt nhau tại N, ON cắt PQ 
tại C. Từ N kẻ đường thẳng n vuông góc với 
OA, cắt đường thăng OA tại B. 

Xét hai tam giác vuông AOC và NOB 
(ON L PQ vì NP và NQ là hai tiếp tuyến của 
đường tròn (O: R). 

Chúng có AOC chung. vậy AAOC ~ ANOB. 
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Trong AOPN (OP.LPN bán kính vuông góc với tiếp tuyến tại tiếp 

điểm), ta có: PO? =OC.ON. 

Do đó OB=P”~-R” (I), OA cổ định, R không đổi nên O3 không 
OA OA : : 

đôi, điểm B nằm trên tia OA nên điểm B có định. Vậy điểm N ¬ằm trên 

đường thẳng n vuông góc với tia OA tại B. 

Đảo: Lẫy một điểm N' bất kì trên đường thẳng n. Từ N' kẻ ti‡p tuyến 

N'P',N'Q' với đường tròn (O; R) (P` và Q'là tiếp điểm). 

Ta phải chứng minh P`°Q' đi qua A.Thật vậy, giả sử P`Q' cắt ON' tại C` 


" LẠ 
và tia OA tại A". Chứng minh tương tự như phân thuận ta có: O3 :: _ 
(2). So sánh (1) và (2) suy ra -E— - ` _. QA'~0A 

”'2 dA' OA 


Vậy trên tia OB, A" trùng với A, hay PˆA' đi qua A. 
Kết luận: Tập hợp (hay quỹ tích) giao điểm n là đường thăng n vuông 
góc với tia OA tại B mà OB = `. 
OA_ˆ 

Ví dụ 7: Một điểm M năm trên một nửa đường tròn có đường kím AB có 
định. Trên tia đối của tia MA lấy một điểm H sao cho MH = MB 

a.. Chứng minh rằng góc MHB có độ lớn không đổi. Tìm tập hợp đim H. 

b. Xác định điểm M sao cho chu vi tam giác MAB bằng 2,25 AB. 

c. Gọi trung điểm của BH là K. Chứng minh rằng đường thằng EM luôn 
luôn đi qua một điểm có định. : 

d.. Gọi I là điểm đối xứng với H qua M. Tìm tập hợp điêm I. 

Giải 

a. Ta có: AMB=90° (nội tiếp chắn đường kính), nên HMB-=)0"; mà 
MH = MB nên AMBH vuông cân và ÂHB =45°. Do A, B cố định nên 
H nằm trên cung chứa góc 45°. Vẽ trên đoạn AB và nằm trên nửa mặt 
phẳng bờ AB có chứa M (gọi là cung (œ)). z)). Dựng đường thẳng vuông 
góc với AB tại A cắt (ơ) tại Hạ, ta có AH,B =45°;BAH, =9(° do đó 
AAH,B vuông cân, H,B = AB/2. Vì H,AB =90°nên H,B là đường kính 
của cung (œ ). : : 
Đảo lại lấy một điểm H' trên cung H,B, nôi H'A 
cắt cung AB tại M' được AM'H'B vuông cân (vì 
H'M'B=180° -AM'B=90°;AH'B=45"), do đó à 
M°H' =M'B' và H' thuộc tập hợp điểm H. Nếu 
lấy H' trên phần còn lại của cung (œ) thì H°A 
không cắt cung AB và H' không thuộc tập hợp 
điểm H. Vậy tập hợp điểm H là cung HB. 


) 
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b. 


¬ 


Eúù có: AI = AM t£MII= AM + MB = 2,25AB- AB=1,25AB. Vậy HI 
nằm trên đường tròn (A: 1.25AB). Đường tròn này cắt cung H,B tại hai 
điểm Hà. H› (vì 1.25 AB< ABV2 = dường kính cung H,B). Nói Hạ. Hà 
vơi A cất cũng AB tương ứng tại Mạ, Ms ta được hai điểm cần tìm. 


- Xét giao điểm P của MK với cũng AB. Vì AMHB cân dinh M nên MK 


vừa là trung tuyến (Do KB = KH) và là phân giác. do đó KMB = 15". Ta 


có sđdPB - 29KMB = 90”. Vậy P là trung điểm của cung AB và do dó có 
định (P chính là tâm của cung (œ) vì PH, = PB = PA ). 


- Vị ] đối xứng với H qua M nên MIB =-MHB = 4ã" và AMIB vuông cân. 


Do dó RƑ (N) (theo hình trên) biến H thành I. Ảnh của Hị là điểm lị 
đôi xứng với Hị qua A. Vì H,B là đường kính của cung (đ) nên I;B là 
đường kính của cung chứa I. Vậy tập hợp điểm I là nửa đường tròn 
đường kính I¡B có chứa điêm A. 


f dự 8: Một điêm M năm trên nửa đường tròn tâm (O). đường kính AB. 


Gọi các trung điểm của các cũng AM, MB lần lượt là H. I và giao điểm 
của các dây AM. HI là K. 


. Chứng minh răng góc HIKM có độ lớn không đôi. 
. Vẽ đường cao IP của tam giác IAM. Chứng minh rằng đường thăng IP 


tiếp xúc với đường tròn (s^) : 


. Gọi Q là trung điểm của dây MB, dựng hình bình hành APQR. Tìm tập 


hợp điểm R. 


. Trên nửa mặt phẳng bờ AB chứa điểm M, se- dựng một ki tròn có 


đường kính bằng 


HI với mọi vị trí của điểm M trên nửa đường tròn đã cho. 
Giải 


. Vị AH=HM;ÍM=IB 


nẻn AKH =5sđ(ÄH + MI) = 2 sd(AM + MB) = 2 180! = 480. 


Vậy HKM =180° - AKH = 135" (không đổi). 


- Nối OI cắt MB tại Q. ta có OQ.LMB (vì ÍM =ÍA và O là tâm đường 


tròn). Mặt khác, PMB =180"- AMB=90° (vì AMBnội tiếp chắn nửa 
đường tròn). Ta có hình chữ nhật PIQM (do P=M=Q=90°). Vậy 
PO = 90°. Mà I là điểm đầu của bán kính OI, nên PI tiếp xúc với (O). 


. Tacó: MIR=MP@ (vì AMPQ = AQIM (c.g.c)). 


Mà MPQ + PAR =1800 (vì PQ// AR). 
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Vậy MIR + PAR =180° và MARI nội tiếp được, do đó nằm trê: dường 
tròn đi qua A, M, I tức là đường tròn hai Vì QR // ĐA. mà 
PA LMB nên QR .L MB, hơn nữa, QM = QB nên QR thuộc đường kính. 
Đảo lại, lấy R' trên nửa còn lại của đường tròn (5®) „nối đường kính 
R)OI”; kẻ dây BM' LOI' tại Q', ta có AM' /R'F (vì cùng LEM'`) và 
M'T'=Í'B. Hạ I'P'.LAM'. Dựng hình bình hành AP'Q'R, ¿p dụng 
chứng minh ở phần thuận cho hình bình hành này, được I'R, là đường 
kính; R' trùng với Rị và thuộc tập hợp điểm R. Vậy tập hợp điểm R là 


nửa đường tròn ta (phần không chứa điểm M). 


d. Ta có: s4Ñl=sả(ñM¿+ Mi) s sả( AM + MP) =90. Do đó HCI-:90% 
(góc ở tâm chắn cung 90°, AOHI vuông cân. Hạ OS.L HI tại $, ta có 


OI/2 _ ABV2 
4 


ASOI, vuông cân nên OS= sI= ^= ,và đườn; tròn 


(o ABV2 
4 


Jun luôn tiếp xúc với HI tại S. Dựng OO, 1 AB sao cho 


OO, =< rồi dựng đường tròn (s®°) Chỉ cần (s:=) nằn trong 
0 ã 


]a đủ để HI (o:2°)ken có điểm chung. Quả vậy 


AB/2_AB_ (3/2-2)AB _ (3.14-2)AB 2AB _ AB =00, và (o ) 
4 6 12 12 12 6 
chính là một đường tròn cần dựng. 

Ví dụ 9: Cho tam giác cân BCD nội tiếp đường tròn (O; R) biết BC = BD = a, 
B=30°. Một điểm M di động trên cạnh CD và đường thẳng BM cắt 
đường tròn tại điểm thứ hai N. 

a.. Tìm hệ thức liên hệ giữa a và R. 

b. Chứng minh rằng, BM. BN không đổi và tính giá trị không đổi này 

c. Gọi D' là điểm đối xứng với D qua BM. Tìm tập hợp các điểm D' khi M 
di chuyển trên CD. 

Giải 

a. B=30° = 8 = 600. 

Vậy BC là cạnh lục giác đều nội tiếp đường tròn (O; R). Do đó EC = R 
mà BC =a—>a = R. 
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b. ABMD - ABDN 


Dạ 


(Ñ „ 5IBD -= ©= BGD;B chung) 
MB DB 
BD BN 
BM.BN - a” (không đồi). 

Do đối xứng ND = ND, và 
Đ“ND =9BND = sdBD = 607, 
Suy ra ADD'N đêu (Acân có 
góc 60”). 

Vậy Rƒ' (T):N ->D'. Dễ dàng thấy rằng O->B. Vì N chạy trên cung 
lớn DC bằng 940°nên D' chạy trên cung DCD¡ bằng 240°trên đường 
tròn (B: R). Cung đó chính là tập hợp điêm D'. 

ng 4: Bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 


-> BM.BN = BD”; 


Ví dụ 1: Cho tam giác vuông ABC (^ =Iv). AC > AB. Một điểm P di động 


trên BC. Kẻ nửa đường thăng vuông góc với BC tại P cất cạnh AC tại M, 
cặt đường thăng chứa cạnh AB tại E và cắt đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC tạiN. 
a. Chứng minh PN” = PC.PB = PM.PE 
b. Tìm vị trí của P để tích PM.PE đạt giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất. 

Giải 
Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông vào ABNC, thì 
PN? =PB.PC (1). Hai tam giác vuông PMC và PBE có Ê=Ê (hai góc 
có các cạnh tương ứng vuông góc), suy ra APMC ~ APCE 


=== PE = PB.PC =PM.PE (2) 


So sánh (1) và (2) suy ra PN? = PB.PC =PM.PE 

PM.PE đạt giá trị lớn nhất khi PB.PC đạt giá trị lớn nhất mà PB + PC = BC 
không đổi, nên max PB.PC xảy ra khi PB = PC. Vậy P là trung điểm 
cạnh BC; min PB.PC xảy ra và bằng 0 khi P trùng với B hoặc C. 


Ví dụ 2: Cho tam giác có các góc nhọn ABC nội tiếp đường tròn tâm O. H 


Đ 


6. 
tá 
ÁP 


là trực tâm của tam giác. D là một điểm trên cung BC không chứa điểm 
A. 
Xác định vị trí của điểm D để tứ giác BHCD là hình bình hành. 
Gọi P và Q lần lượt là các điểm đối xứng của điểm D qua các đường 
thăng AB và AC. Chứng minh răng 3 điểm P, H, Q thăng hàng. 
Tẻ rícủa điểm D để PQ có độ dài lớn nhất. 

Z l6I 


ä. 


° 


l 


ta ® G2 Bò — 


Giải 
Giả sử đã tìm được điểm D trên cung 
BC sao cho tứ giác BHCD là hình bình 
hành. Khi đó: BD HC: CD / HB. Vì 
H là trực tâm tam giác ABC nên 
CH I AB và BH L AC = BD 1 AB và 
CD LAC. 

Do đó: ABD=90° và ACD =90”. Vậy AD là đường kính của lường 
tròn tâm O. Ngược lại nếu D là đầu đường kính AD của dường trên tâm 
O thì tứ giác BHCD là hình bình hành. 

Vì P đối xứng với D qua AB nên APB = ADB nhưng ADB - ACI 

Do đó: APB=ACB. Mặt khác: AHB+ ACB=180' = APB + AHH3- 180' 

Tứ giác APBH nội tiếp được đường tròn nên PAB = PHB. 

Mà PAB = DAB do đó HAB = DAB. Chứng minh tương tự ta có:CHQ - DẠC 
Vậy PHQ = PHB + BHC + CHQ = BAC + BHC = 180" 

Suy ra ba điểm P, H, Q thăng hàng. 

Ta thây tam giác APQ là tam giác cân đỉnh A. 

Có AP=AQ=AD và PAQ=2 BAC không đổi nên cạnh dáy ?Q dạt 
giá trị lớn nhất  AP và AQ lớn nhất © AD là lớn nhất => I) là đầu 
đường kính kẻ từ A của đường tròn tâmO. l : 

7 dụ 3: Cho đường tròn (O), đường kính AB cô định. Điểm [ năm :iữa Á 


và O sao cho AI =AO, Ke dây MN vuông góc với AB tại I. goi € là 


điểm tuỳ ý thuộc cung lớn MN sao cho C không trùng với M. \ và B. 
Nối AC cắt MN tại E. 

. Chứng minh tứ giác IECB nội tiếp. 

. Chứng minh tam giác AME đông dạng với tam giác ACM. 

. Chứng minh AM? = AE.AC. 

. Chứng minh AER.AC - ALIB = AE. 

. Hãy xác định vị trí của C sao cho khoảng cách từ N đến tâm đường tròn 
ngoại tiếp tam giác CME là nhỏ nhất. 

Giải 

._ Theo giả thiết MN.L AB tại I = EIB =90°; 
AACB nội tiếp chăn nửa đường tròn nên 
ACB=90° hay BECB= 90°. 
= EIB + ECB =180° mà dây là hai góc đối 
của tứ giác IECB nên tứ giác IECB là tứ 
giác nội tiếp. 


[heo sa thiệt MỊN LH —› Ý là trung điểm của cũng MS 

\VAIN ACAIthai sóc nội Hếp chân hai cúng bàng nhậu lịx 
XMI XCM, Tài thấy CCVM lá góc chúng cụa hài tì siíc VNI và 
XMC do do tạm piệc VXMT: dòng đang với tạm piác ACM 
[heo trên XYMIC XACM AM' AE.AC 
AXMH ĐƠ thôi tiếp chân nưa đường tròn) MN LH tớ T \.XMH 
vuong lại XI có MT là đường cao 2 MĨ - ALBI (the thúc: ii cành vị 
đường: cao trong LI giác Vòng) 
\p dune định lí PP*.<ta-go trong tạm giác ATM vuông tại | tac 3 
N AMˆ-MI AI = XÁC - ALBI 
[heo trên AMN— CAI => AM Tà tiếp tuyển của đường trồn ngoại tiếp 
XECXI: Nội MB ta có/VMH = 90”, do đó tâm Ơi của dường Hòn nẽöài 
tiếp XECM nhái năm trên BM. Tả thấy NÓI nho nhất khi NÓ, lì khoang 
cách từ N đến BẢM = NO, - BM. 
Gọi Ö¡ là chân đường vuông góc ke từ N đến BM tạ dược © lì tạm 
đường trôn ngoại tiếp XECM có bán kính là O,M. Do do dè Khang 
cách từ N đến tâm duỡng tròn ngoại tiếp tam giác CMI: lì nho nhật thì C 
phát là giáo điểm của đương tron tâm O¡ bán kính O¡M với dương tron 
(Ó) trong đỏ Oj là hình chiêu vuông góc của N trên BM 


L7 dụ 4: Cho đường tron (O) dường kính BC, Dây AD vuông góc với lC tín 


lội 4> +42 [1 


HỆ Gọi E. F theo thư tự là chân các đường vuông góc ke từ ˆT dèn XD 
€. Gọi (D. (Á) theo thứ tư là các đường tròn ngoại tiếp tạm giác THAI 
HCE. 

Hãy xác định v1 trì tương đối của các đường tròn (T) và (O): (K? và (Ó) 
(1) và (K). 

Tứ giác AENE là hình gì? Vì sao? 

Chứng mỉnh AE. AB = AF. AC. 

Chứng minh FEF là tiếp tuyến chung của hai đường tron (Ï) và LR) 


Xác định vị trí của H đề EF có độ dài lớn nhât. A 
Giải 


(ID) OI - OB =TB —3 (1) tiếp xúc (O) 
OKEK =OC -KC >(K) tiếp xúc (O) 

IK =1H + KH =>(]) tiẻp xúc (K) B 
Ta có: BEH =90° (nội tiếp chăn nữa đường tròn). 
=> AH = 90°(vì là hai góc kẻ bù). Œ) 
CEH - 90" (nội tiếp chắn nửa đường tròn). 
=>/\FH - 90" (vì là hai góc kề bù). — (2) 

BÁC = 90" tnội tiếp chân nữa dường tròn hay BAF = 90" (3) 
Từ (1), (2). (3) = tứ giác AFHE là hình chữ nhật (vì có 3 góc vuông). 
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3. Theo giả thiết AD L BC tại H nên AHAB vuông tại H có HE.L XD 
(BEH =90°) = AH? = AE.AB (*). Tam giác AHC vuông tại H có 
HF L AC (theo trên CFH = 90°)= AH? = AF.AC (**) 

Từ (*) và (**) = AE.AB = AF.AC(= AH?). 

4. Theo chứng minh trên tứ giác AFHE là hình chữ nhật, gọi G là ziao điểm 
của hai đường chéo AH và EF ta có GF = GH (tính chất đường :héo hình 
chữ nhật) — AGFH cân tại G—> Ẽ,= Bà. 

AKFH cân tại K (vì có KF và KH cùng là bán kính) 

=Ê;=Ñb =Ñ +F =Ñi +Ññ; 

mà Ñ + ñ¿ = AHC =900 = Ê¡ + Ê› = KFE =90° = KF L BF 

Chứng minh tương tự ta cũng có IE.L EF. Vậy EF là tiếp tuyến chung 
của hai đường tròn (I) và (K). 


Bài tập vận dụng 

1. Cho hai đường tròn (O) và (O') cắt nhau tại A và B. 

a. Nêu cách dựng cát tuyến chung CAD, Ce (O), De (O), sao cho A là 
trung điềm của CD. 

b. Tính độ dài CD nêu ở câu a biết rằng OO' = 5cm. OA = 4cm, O'A = 3cm. 

2. Cho góc vuông xOy. Các điểm A và B theo thứ tự di chuyển trần các tia 
Ox và Oy sao cho OA + OB = k (k là hăng sô). 
Về các đường tròn (A; OB) và (B; OA). 

a.. Chứng minh rằng hai đường tròn (A) và (B) luôn cắt nhau. 

b. Gọi M, N là các giao điểm của hai đường tròn (A) và (B). Chĩng minh 
rằng đường thắng MN luôn đi qua một điểm có định. 

3. Cho đường tròn (O). đường kính AB = 2R. Một cát tuyến MN quay 
quanh trung điểm H của OB. 

a. Chứng minh khi MN di động, trung điểm I của MN luôn nằm trên một 
đường tròn cô định. 

b. Từ A kẻ Ax.LMN. tia BI cắt Ax tại C. Chứng minh tứ giác CMBN là 
hình bình hành. 

c. Chứng minh C là trực tâm của tam giác AMN. 

d.. Khi MN quay quanh H thì C di động trên đường nào. 

e. ChoAM.AN=3R?,AN =R3.. Tính diện tích phần hình tròn (O) nằm 


L È“ AMN. 


œ =eœ= 


c1.uẹp 8 


@ 8. em 


mm 


Cho đường tròn (O:R ). từ một điểm A trên (O) kẻ tiếp tuy: ến đ với (Ô). 
[rên dường thăng d lấy diểm M bát kì (M khác A) kẻ cát tuyến MNP và 
gọi EK là trung điểm của NP. kẻ tiếp tuyến MB (B là tiếp điểm). Kẻ 
AC MB, BD L MA, gọi H là giao điểm của AC và BD. I là giao điểm 
củu OM và AB. 

Chững minh tử giác AMBO nội tiếp. 

Chứng mỉnh rằng năm điểm O, K, A, M, B cùng nằm trên một đường 
tron, 

Chứng mình OLOM = R”;OLIM = 

Chứng mình OAHB là hình thoi. 

Chứng minh ba điểm O. H, M thăng hàng. 

Tìm quỹ tích của điểm H khi M di chuyên trên đường thăng d. 

Cho dường tròn (O) bán kính R có hai đường kính AB và CD vuông góc 
với nhau. Trên đoạn thăng AB lấy điểm M M khác O). CM cắt (O) tại 
N. Dường thắng vuông góc và AB tại M cắt tiếp tuyến tại N của đường 
tròn ơ P. Chứng minh: 

Tử giác OMNP nội tiếp. 

Tứ giác CMPO là hình bình hành. 

CM. CN không phụ thuộc vào vị trí của điểm M. 

Khi M di chuyền trên đoạn thăng AB thị P chạy trên đoạn thăng cố định 
nảo. 

Cho đường tròn (O) đường kính AB. Gọi I là trung điểm của OA. Vẽ 
dường tròn tâm I đi qua A. trên (I) lấy P bất kì, AP cắt (O) tại Q. 

Chứng minh rằng các đường tròn (1) và (O) tiếp xúc nhau tại A. 

Chứng minh IP //OQ. 

Chứng minh rằng AP = PQ. 

Xác định vị trí của P để tam giác AQB có diện tích lớn nhất. 

Cho hình vuông ABCD, điểm E thuộc cạnh BC. Qua B kẻ đường thăng 
vuông góc với DE. Đường thăng này cắt các đường thăng DE và DC 
theo thứ tự ở H và K. 

Chứng minh BHCD là tứ giác nội tiếp. 

Tính góc CHK. 

Chứng minh KC. KD = KH.KB. 

Khi E di chuyền trên cạnh BC thì H đi chuyên trên đường nào? 

Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB =2R. Gọi C là điểm di động 
trên nửa đường tròn đó và At là tia tiếp tuyến của (O) ở trong nửa mặt 
phầng bờ AB chứa (O). Vẽ đường tròn tâm A, bán kính bằng BC cắt tia 
AC tại D. Tiếp tuyến tại D của đường tròn tâm A vừa vẽ cắt At tại E. 
Tính độ dài đoạn AE theo R. 

Tìm quỹ tích điểm D. 
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Cho tam giác ABC nội tiếp dường tròn (Õ). T là điểm chính giữa của BC 
không chúa A. Vẽ đường tròn (O¡) đi qua Ï và tiếp xúc với AB cài B. về 
dương tròn (Ó›) dĩ qua Ï và tiếp xúc với ;\C tại C. Gọi K là giao liểm thú 
húui của các đường tròn (O)). (O3). 

Chứng mình rằng ba điểm B, K, C thăng hàng. 

Lấy điểm D bất kì thuộc cạnh AB. điểm I: thuốc tia đổi cua tỉc CA sao 
cho BD = CE. Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam gác ADE 
luôn đi qua một diễm có định khác A. 

Cho đường tròn tâm O đường kính AB. điểm C có định trên dương kính 
ấy (C không trùng O). Điểm M chuyên động trên dường trỏr. Dường 
vuông góc với AB tại C cắt MA, MB theo thứ tự ở E, E. Chứng mình 
răng dường tren ngoại tiếp tam giác AEF luôn đi qua một điện có định 
khác A 


. Cho góc vuông xAy, điềm B cố định trên Ay, điểm € đi chuyên trên ÁN. 


Đường: tron lâm Ï nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với AC, BC thao thứ tự 
ơM.N. Chứng minh răng đường thăng MN luôn di qua một điểm có 
định 

Cho rua đường tròn tâm (O) đường kính AB. điểm € thuộc sản kính 
OA. Đường vuông góc với AB tại C cất nưa đường tròn ở D, Dường tròn 
tâm Ï ticp xúc với nửa đường tròn và tiếp xúc với các đoạn tăng CA. 
CD Gói Ƒ là tiếp điểm trên AC của đường tròn (). 

Chưng mình răng BD = BE. 

Suy ra cách dựng đường tròn (Ï) nói trên. 


- Qua điểm M thuộc cạnh đáy BC cua tam giác cân ABC, ke c¿c dường 


thang song song với các cạnh bền, chúng cắt AB. AC theo thứ tụ ở D. E. 
Gọi Ì là điểm đối xưng với M qua DE. Chứng mình rằng: 

Điểm T thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC: 

Khi điêm M đi chuyền trên cạnh BC thì dường thăng IM di qua một điểm 
cỏ định 


„ Cho tam giác ABC, M là điểm bất kì thuộc đường tròn (Ó) n;oại tiếp 


tam giác ây. Gọi D là điểm dối xứng với M qua AB. E là điểm lỗi xứng 
với M qua BC. Chứng minh rằng khi điểm M di chuyền trên dường tròn 
(O) thì DE luôn đi qua môt điểm có định. 


. Cho dường tròn tâm C đường kính BC. A là một điểm thuộc đường tròn 


II lả hình chiều của A trên BC. Vẽ đường tròn (I) có đường kím ANH cất 
AB và ÁC theo thứ tự ở M vàN. 

Chứng minh rằng OA vuông góc với MN. 

Vẽ dường kính AOK của đường tròn (O). Gọi E là trung điệm của HIK. 
Chứng minh rằng Ï: là tâm của đường tròn ngoại tiếp tứ giác BMNC. 
Cho BC cố định. Xác định vị trí của điểm A đê bán kính của đường tròn 
ngoai tiếp tú giác BMNC lớn nhất. 


Hurớng dân và đáp sô 
Lào Cóy là trung điểm của OÓ”, ke CÍ] vuông góc với LA tại Á Re OEI.O 
dang góc với CŨ: Dễ chứng mình ANH AKEnenAC AUD 
hộ ¿co ØOO" 00,0, CO (cùng bàng Ai]. 
VH(ISX  AAOO tpgớịì 
MI Mà, AI Í - AN.2kem-sTilt-fidà 
ứA 0Q h. H] 
2.á. Hai dường tran CÁ) và (R) cất nhau vì |OA - OBI< AB- ĐA : 0B 
bà. CC Tà giao điểm của đường tròn (À) và tia ÔN 
lico 
ÚC" ĐA ÁC - OA+OBD-= k 
€ cô định 
Ke dường vuông góc với ÁC tại C. cất 
MN ơK, Hãy chứng mình răng CK = k 
đề súy ra K là điểm cô định (chú Ý 
NNC và BẢO cùng bù với BÁC ). 
4. á. Ì là trung điễm của MN =SOl LMN tại T (quan hệ đường kính và dây 
cùng) => OIH- 90”, 

OET cô định nên khi MN di động thì [ cũng 
dị động nhưng luôn nhìn ÔH có định dưới 
một góc 90”) do đó T đi động trên dường 
tròn đường kính ÔH. Vậy khi MN di động. 
trung điểm I cua MN luôn năm trên một 
đường tròn cô định. 


b. Theo giá thiết AxIMN: theo trên 
ƠI LMN tại [SOI //Ax hay OL AC mà 
Ó là trung điểm của AB 
=1] là trung diêm của BC. lại có I là trung điểm của MN (gU =CMBN là 
hình bình hành (Vì có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của môi 
đường). 

c. CMBN là hình bình hành = MC // BN mà BN LAN trì ANB =90° do 
là góc nội tiếp chắn nưa đường tròn) =MC L AN: theo trên AC LMN 
=»€ là trực tâm của tam giác AMN. 

d Ta có TÍ là trung điểm của OB: T là trung điểm của BC =IIT là đường 


trung bình của AOBC= TH ÓC 

Theo giá thiệt Ax-LMN hay IH.L Ax=ÓC L Ax tại € 

=»-OCA =90° =C thuộc đường tròn đường kính OA có định. Vậy khi 
MN quay quanh IÍ thì C di động trên đường tròn đường kính OA cô 
định. 
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4. 
b. 


c. 


f. 


Ta có AM.AN =3R?,AN = RV/3 = AM=AN=RV3 = AAMN sân tại 
A. (). Xét AABN vuông tại N ta có AB = 2R; AN=R/3 =B\ =R 
=> ABN =609. 
ABN =AMN (nội tiếp cùng chăn cung AN) © AMN =60 (2). 


2 
Từ (I) và (2) = AAMN là tam giác đều => Suy = — 
? 2 . 
=8 =8 =8, .ữờ- Bổ, Gốm Sâu 
a. (HS tự làm). 


Vì K là trung điểm NP nên OK LNP 
(quan hệ đường kính và dây cung) 
= ØKM =90°. Theo tính chất tiếp 
tuyến ta có OAM =90°;OBM =90°. 
Như vậy K, A, B, cùng nhìn OM 
dưới một góc 90” nên cùng nằm trên 
đường tròn đường kính OM. 

Vậy năm điểm O, K, A,M B cùng năm trên một đường tròn. 

Ta có MA = MB (tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau); OA = OB = R. 
=OM là trung trực của AB =OM L AB tại I. 

Theo tính chất tiếp tuyến ta có OAM =90° nên tam giác OAM vung tại 
A có AI là đường cao. Áp dụng hệ thức giữa cạnh và đường cao 
= OLOM =OA? hay OLOM =R?; vàOI.IM = IA?. G 

Ta có OBLMB (tính chất tiếp tuyến); 
AC_.LMB (g0) =OB // AC hay OB // AH.; 
OA.LMA (tính chất tiếp tuyến); BD.L MA 
(g) =OA // BD hay OA //BH =tứ giác Â 
OAHB là hình bình hành; lại có OA = OB 
(=R) =OAHB là hình thoi. 

Theo trên OAHB là hình thoi 

=OH l1 AB; cũng theo trên OM.L AB A PP m W 
= O, H, Mthẳng hàng (vì qua O chỉ có một đường thẳng vuông cóc với 
AB). 

(HD) theo trên OAHB là hình thoi AH = AO = R. Vậy khi M ci động 
trên d thì H cũg di động nhưng luôn cách A có định một khoảng tăng R. 
Do đó quỹ tích của điểm H khi M di chuyển trên đường thắng d là nửa 
đường tròn tâm A bán kính AH = R. 


5.a. Ta có OMP =90°(Vì PM.L AB); ỐNP =90° (vì NP là tiếp tuyến). Như 


vậy M và N cùng nhìn OP dưới một góc bằng 90 —. M vàN cùng nằm 
trên đường tròn đường kính OP = Tứ giác OMNP nội tiếp. 
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b. Tứ giác OMNP nội tiếp => OPM =ONM (hội tiếp chắn cung OM) 
'Tam giác ONC cân tại O vì có ON = ÓC = R 
= ONC =OÖN = OPM =OCM. 
Xét hai tam giác OMC và MOP ta có MÓC =OMP = 90): OPM < OCM 
= CMO = POM lại có MO là cạnh chung 
= AOMC = AMOP >OC = MP. (l) 
[heo gia thiết Ta có CD L AB: PM.L AB= CO //PM (2). 
Fù (l) và (2)= Tứ giác CMPO là hình bình hành. 

œ. Xét hai tam giác OMC và NDC ta có MOC =90"(vì CDLAB): 
DNC - 90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn) = MOC = ĐNC =90' lại có 
Ê là góc chung= AOMC = ANDC = £M - CỞ _..cM. CN = CO.CD 

CD CN. 
mà CO = R; CD = 2R nên CO.CD = 2R không đôi = CM.CN =92N. 
không đôi hay tích CM. CN không phụ thuộc vào vị trí của điêm M. 

d. Dễ thấy AOMC = ADPO (cg.c) =ODP=90°=>P chạy trên đường 
thăng cô định vuông góc với CD tại D. : 

Vì M chỉ chạy trên đoạn thăng AB nên P chỉ chạy trên đoạn thăng A` B` 
song song và băng AB. 

6.a. Ta có OI = OA — IA mà OA và IA lần lượt là các bán kính của đường 
tròn (O) và đường tròn (1). Vậy đường tròn (O) và đường tròn (I) tiếp xúc 
nhau tại A. 

b. AOAQ cân tại O (vì OA và OQ cùng là bán kính) 
=AI= Q, 

ATAP cân lại I (vì IA và IP cùng là bán kính) 
> rÝ =E\ 

=> Pi =Q, mà đây là hai góc đồng vị nên 

suy ra IP /OQ. 

c. APO =90” (nội tiếp chăn nửa đường tròn) =OP.LAQ =OP là đường 
cao của AOAQ mà AOAQ cân tại O nên OP là đường trung tuyên 
=AP =PQ. 

d. (HD) Kẻ QH.L AB ta có8,qp =s.ABQH mà AB là đường kính không 
đổi nên S„ạ„ lớn nhất khi QH lớn nhất. QH lớn nhất khi Q trùng với 
trung điểm của cung AB. Đề Q trùng với trung điểm của cung AB thì P 
phải là trung điểm của cung AO. 

Thật vậy P là trung điểm của cung AO =PI.L AO mà theo trên PIL//QO 
=QO LAB tại O>Q là trung điểm của cung AB và khi đó H trung và 
O; OQ lớn nhất nên QH lớn nhất. H = O 
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Theo giả thiết ABCD là hình vuông 
nên BCD =90°: BHLDE tại HH nên 
BH) = 90' = như vậy H và € cùng nhìn 
BD dưới một góc bằng 90” nên H và C 
cùng năm trên dường tròn dường kính 
BD= BIHICD là tứ giác nội tiếp. 

b. BHCD là tứ giác nội tiếp = BDC + BHC =180" (1) 
BHK là góc bẹt nên KHC + BHC = 1801 (2). 

Từ (1) và (2) = CHK =BDCmà BDC = 4"(vì ABCD là hình vuông) 
= CHK =45°. 

e. Xét AKHC và AKDB ta có CHK = BDC =45":K là góc chúng 
= AKHC ~ AKDB=—— .. = KŒ.KD = KH.KB. 

KB KD 

d. (HD) Ta luôn có BHD = 90° và BD có định nên khi E chuyên dòng trên 
cạnh BC cô định thì H chuyên động trên cung BC (I:ZB thi II=3: E<C 
thì HC). 

8.a. Ta có: ACB = 900 (góc nội tiếp nửa đường tròn) 

EDA =90° (DE là tiếp tuyến của đường tròn (A)) 

Xét hai tam giác vuông ABC và EAD có: AD=BC và ABC - EAD 
(góc nội tiếp cùng chăn cung AC) 
Nên AABC = AEAD. Suy ra AE= AB =3R. Do đó E có dịnh. 

b.. Khi C di động trên nửa đường tròn (O). điểm D luôn nhìn đoạn AI: có 
định dưới một góc vuông, nên D nằm trên nửa đường tròn đường kính AI:. 
Đảo lại, lấy điểm D“ bất kì trên nửa đường tròn đường kính AE. ta có 
EDA =90°, vẽ tia AD“ cắt (O) tại C'. Hai tam giác vuông BC" và 
EAD' có cặp cạnh huyền AE= AB và ABC =EAD' (góc nội tấp cùng 
chăn cung AC). Nên chúng băng nhau, suy ra AD = BƠ. Do đồ DI: là 
tiệp tuyên của đường tròn tâm A và bán kính băng BC. 

Vậy quỹ tích của D là nửa đường tròn đường kính AE. (Khi C trùng với 

B, thì D trùng với A; Khi C trung với A thì D trùng với E) 

9.a. ABI + ACI =180” = Bị + Ê; =180 = Ñ¡ + Ñ› = 1801 
=B,K.C thăng hàng. 

b. AIBD= AICE (c.g.c) nên IDB= IEC. 

Tứ giác ADIE là tứ giác nội tiếp. Điểm có định là I. 

10. Gọi K là giao điểm của đường tròn đi qua A, 

E, F với AB. Ta sẽ chứng minh K là điểm cố 
định: Ta có F.=E› (cùng bằng Ä). do đó K 
đôi xứng với B qua C. 

170 


1I tạo điểm của MỊN với tá AT có định. bì Ủy 
ức điểm TL: Ta có BNHD BLA(cùng bằng BÀ 


K Súy ra BIHN là tử giác nội tiếp lùi 
Chuue mình BHTÁT để suy ra H là điểm có định, U/) 
2á VD vuông nên DỤ - BC.BA () nÖ 
Gói R Tà tiếp điểm của ( và (), Kế TH L CD. các tạm giác cần TKN và 
KH có định bàng nhau nên LKNH OKB do dó K. HH. B thăng hàng 
9Í là tiếp tuyến, BỊIK là cát tuyển cua 
dường tròn (Ú) nên BE - BH.BK. Nhúng 
BIILBK - BC.BA (do AKHC là từ giác nội 
1ẻpm) nên BE - BC.BA. (2). Từ t1) xã (2) 
tš ra BD - BỊ 

b_ 1y ra từ cầu a 

13.4 Dặt BÁC - ơ,ta có BD = DM — DỊ nên [e(Đ: DB), do đố góc nội tiếp 


HỨA - 2 HỮM - Š. ‹- & 
š š ⁄⁄? 


£ hững mình tương từ. MIC - „MRC 


Do đỏ BÌC =ơ. Ta lại có BAC =ửư. SUY ra 
I..\. BC thuộc cùng một đường tròn. 

b BIÁI - MÍC nên IM đi qua điểm chính giữa 
của cũng BC (Không chứa A) của dường 
tròn ngoại tiến A ABC. 

14. Gọi N là trực tâm của A ABC, AN cất (O) 
ở Ƒ. Gọi H, I, K theo thứ tự là chân các 
dường vuông góc kẻ từ M đẻn AB. AC, 
BC. Ta có, ba điểm H, L. K thăng hàng. 

Lần lượt chứng minh: Ñ.=Ê¡=Ê=Ñi =Ê 
Đề suy ra NE // LIK. Tương tự ND / HK. Vậy DE: luôn di qua trực tâm N 
của AABC. 

15a. AMN=Âi =Ê=Â›. Ta lại có AMN + ANM = 90” 
nên Â. + ANM=90'. Vậy OA.LMN, 

b_ Dễ thảy BMNC là tứ giác nội tiếp. EL là đường 
trung bình của AKHA nên EI // KA. Ta lại có 
OA.LMN (câu a) nên EIMN. Ta có EI là đường trung 
trực của MN. EO là đường trung trực của BC nên Ï: 
là tâm của đường tròn ngoại tiếp tứ giác BMNC. 

c_ Lăn lượt chứng minh: EB lớn nhất EO lớn nhấte> AH lớn nhất e> HÍ 
trùng Ö. Khi đó BNMC. 
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5. Các bài toán hình học không gian 


Một số kiến thức cơ bản 
Tình lăng trụ 
là Tàn Hình lăng trụ là hình đa diện có 2 mặt song song gọi là 
Và các cạnh không thuộc 2 đáy song song với nhau. 
X”. ¡ chất : Trong hình lăng trụ: 
v2 "Các cạnh bên song song và bằng nhau 
_= Các mặt bên, mặt chéo là hình bình hành. 

- Hai đáy có cạnh song song và bằng nhau. 

*Lăng trụ đứng là lăng trụ có cạnh bên vuông 

góc với đáy 

*Lăng trụ đều là lăng trụ đúng có đáy là đa giác đều. 

Lăng trụ đều có các mặt bên là hình chữ nhật bằng nhau. 

*Lăng trụ xiên có cạnh bên không vuông góc với đi đây, 
IHình hộp: là hình lăng trụ có đáy là hình bình hè- a 
- Hình hộp có các mặt đối diện là hình 
bình hành song song và bằng nhau. 
- Các đường chéo hình hộp cắt nhau 
tại trung điêm. 
- Hình hộp đứng có cạnh bên vuông 
góc với đáy. 
- Hình hộp xiên có cạnh bên không 
vuông góc với đáy. 
- Hình hộp chữ nhật là hình hộp đứng có đáy là hình chữ nhật. 
Hình hộp chữ nhật có các mặt là hình chữ nhật. 
- Ba độ dài các cạnh xuất phát từ đỉnh gọi là kích thước của hình hộp 
chữ nhật a, b, c. 
Các đường chéo hình hộp chữ nhật bằng nhau và có độ dài: d=a? +b +c°. 
Hình lập phương là hình hộp có 6 mặt là hình vuông. 
Các cạnh của hình lập phương bằng nhau số đo a. 
Các đường chéo hình lập phương có độ dài: d =a-J3 
Điện tích xung quanh và diện tích toàn phần 

S„ =bl 

P là chu vi thiết diện thẳng, 1 là độ dài cạnh bên đường sinh 
Lăng trụ đứng: S„„=ph 
P là chu vi đáy,h là chiều cao 
- Hình hộp chữ nhật: S„ = 2(ab + be + ca) 
a, b, c là kích thước của hình hộp chữ nhật. 
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- Thể tích của hình hộp chữ nhật: V =abe; a, b, e là kích thước 
Thể tích hình lập phương: V = a'; a là cạnh 

Thể tích lăng trụ: V =B.h 

B là diện tích đáy; h là chiều cao 

|Hình chóp 

J|Định nghĩa 

Hình chóp là hình đa diện có I mặt là đa giác, các mặt khác là tam giác 
có chung đinh. 

Chiều cao h là khoảng cách từ đình tới đáy. 

Hình chóp đều là hình chóp có đáy là đa 

giác đều và các cạnh bên bằng nhau. 

Dinh của hình chóp đều có hình chiếu là A 

tám của đáy. Hình chóp tam giác còn gọi 

là tứ diện hình tứ diện. B 
Hình tứ diện là hình chóp tam giác có đáy là mặt nào cũng được, đình là 
điêm nào cũng được. 

Hình tứ diện đều là tứ diện có các cạnh bằng nhau. 

Diện tích xung quanh của hình chúp đều: 


8, = 2nad n: số cạnh đáy; a: độ dài cạnh đáy; d: độ dài trung đoạn 


Diện tích toàn phần: Sự =S„„ +B ;B là điện tích đáy 
Thể tích hình chóp: V = 2Ph 


JHình chóp cụt : 
Hình chóp cụt là phần hình chóp nằm giữa đáy và thiết điên song song| 

với đáy. S 

Hình chóp cụt từ hình chóp đều gọi là hình chóp cụt đều. 
S„ =8, +B+B' 

Diện tích xung quanh của hình chóp cụt đều: 


8 


š =5 (na +na).d 


n: số cạnh đáy; a, a': cạnh đáy; d: độ dài trung A 
đoạn, chiêu cao của mặt bên. V =Ý, + V, 
V: thể tích hình chóp . 


; V, _( sHỶ 
VỊ: thê tích chóp cụt V, : thê tích hình chóp trên -lÑ:) 
2 
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Hình trụ Hình trụ là hình vũnh ra bởi hình chữ nhật Q'OATME” quái vung 
quanh cạnh QO° Cạnh OÀI vinh ru hình tròn đáy. 
Cạnh ÀIÁ` sinh ra mặt nón tròn Yoaw 

ÄIM` gọi là đường xinh (OÖ ` là trục của hình trụ. 
h_= OO' là chiều cao; Ñ = OM bán kính đáy 
Diện tích xung quanh: S.„ = 2rRh 


M 


R: bán kính đáy; h: chiều cao 

=nR°h M' 
R: bán kính đáy; h: chiều cao 
|Hình nón là hình sinh ra bởi tạm giác vuông OÁMS quay xung quanh cạnh 
góc vuông OS. Cạnh ()M xinh ra hình tròn đáy. 
Cạnh SM sinh ra mặt nón tròn xoa: 


S 
SM gọi là đường sinh SO là trục, đường cao. 
R = OM bán kính đáy; h = SO ng cao 
|Diện tích xung quanh hình: nón: =rRl 
R: bán kính đáy; l- độ dài _ “hủ 
Diện tích toàn phân: % =xRl+xR*=xR+R) M lo 


Thể tích hình nón: V =— nơi h;Ä: bán kính đáy; h: chiều cao 


|Hình nón cụt là phân hành nón giữa đáy và một thiết diện vuông góc vói Irục. 
Hình nón cụt sinh bởi một hình thang vuông OM'O' quay quanh Ò` 


h =OQ' chiều cao; MÀf' = l là đường sinh S 
|Diện tích xung quanh: Š.„ = x(R + R')Ì 

®,_R' là bản kính đáy: 1 là đường sinh /⁄\ 
|Diện tích toàn phần: S.„ = n(R + R))] + xR? + xÑ'° MẸ 


Thể tích hình nón cụt: W= -n(M +R*+ RR')h 5s ¿2v 


R, R' là bản kính đáy; h: chiêu cao 

|Hình cầu: Hình cầu tâm O, bán kính R là tập hợp những điểm AI trong 
không gian thỏa mãn điều kiện OM < R 

Mặt câu tâm O bản kính R là tập hợp Ạ 


những điểm M trong không gian thỏa F⁄/ 
màn điều kiện OM = R 


Thiết diện qua tâm là hình tròn lớn tâm @ 
bản kính R. Thiết diện của hình cầu với 
một mặt phẳng là hình tròn có tâm H là Z2 
hình chiều của QÓ trên mặt phăng và bán B 
kính: r, = \|RÈ - d°., R là bán kinh hình cầu 

d là khoảng cách từ tảm tới mài phàng. dd = OH 
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Diệu tích lính cầu So 1n 
Thẻ tích hành cầu Ý -1H 


Cúc 9é dụ mnh lroa 
Dụng Ô- tinh làng trụ 


Lí dụ 1: Chỉa khối lập phương XBCD.A'BCTD Gọi Oˆ là tâm của 


VBCTT và thê tịch của khỏi Oˆ.ABCD băng — . Fĩnh thẻ tích của 


kia lap phương VBCJ..V BC D”. 


Œidi 
l § $ 
Vì " ()') _ Sa AAT (VIOO' =AÁA } 
I 
— < Ý khái Eịp phườn 
72... Wự : 3à v2 Nà 
Vậy Yiulanglnmene ° Ä- uy vien =3. ——— =38 V2 ( dđv). 


I7 dụ 2: Khỏi hộp chữ nhật ABCD.A*B'C'D" có AA =a ⁄2.AB= 


Ả'C = đa, Tĩnh thẻ tich khỏi hộp. 
Giai 

VỀ = A2V.Sanep = AA .AvB.AD. 

Ta có:A'Cˆ= AB)+ AD + AA' 

œ 08 = g¡ AI 2a” 

£> Àl)- qvB 

Vậy V aV3.aav6 - 2a Ÿ3 (dvU). 


Lí đụ 3: Khôi hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D" có AB = a, diện tích của 
ABCD và AXBCTD” lân lượt là 3a" và a V5. Tính thể tích của khối hộp 


chữ nhật. 
Giúi 
hái hộp chứ nát — AB.AD.AAC 
® Sancp=: AB.AD = a.AD = 3a"  AD = 2a 
®SAncp = AB.AD"- a.AD 
= 8° Vñ cx AD'=av5. 
Fa có: 
AA'= VAD®~ AD° - v5a” —4a° =a 


: : 
Vậy Vu hap chữ nhất C 828.4 = 23a: (dVU). 


Lí dụ 4: Khỏi làng trụ tam giác ABC.A'B'C' có A`A., AB. BC vuông góc 
nhau từng đôi một và .VTA = 2á, AB = a, BC = a3. Tính thê tích của 


khối lãng trụ ABC.A`B'C'. 
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Giải 
AA'", AB, BC vuông góc từng đôi một A lọ) 
AA' L(ABC) Na 
Tam giác ABC vuông tại B 
 Vihối làng rụ = AA”.SAAnc 


A 
= 5-AA'.AB.BC= a* J8 (đvtt). 1 


Ví dụ ¬ Khối lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có đáy là __ vuông cân ở A, 
mặt bên BB`C”C là hình vuông có diện tích bằng 2aŸ. Tính thẻ tích của 
khối lăng trụ ABC.A'B'C'. 


Giải 
BB'C'?C là hình vuông có diện tích bằng 2aẺ. 
=BB' =BC = a2 
Tam giác ABC vuông cân ở A và có cạnh huyền BC = a2 
= AB=AC =a. 


J3 
Ví dụ 6: Khối lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có đáy là tam giác đều cạnh 
bằng a, cạnh bên bằng av3 và hình chiều (vuông góc) của A" lên (ABC) 
trùng với trung điểm của BC. Tính thẻ tích của khối lăng trụ . 
Giải 
Tam giác A°AM vuông ở M nên: 


AM=A'^A? - AM Min ,.- 


 Vhối lăng rụ = A`M SaAgc 


3 3 
Vậy Vikuáiangeạ = BB'.SaApc = BB'....AB.AC . : ==. 


2 3 
= _ a8. Sẽ.= 3a V3 vay), 
42 8 
Chú ý: Trong tam giác ABC là tam giác đều cạnh bằng a nên 
AM=3V3 
c 2 
a?/3 
SaAnc = 4 


Ví dụ 7: vn trụ tứ giác đều ABCD.A'B'C'D'. AA'C'C là hình vuông 


\;/ tích bằng a”. Tính thể tích của khối lăng trụ: 


Ví 


Ví 


" 


a. 


b. 


Ví 


Giải 
AACCC là hình vuông và có diện tích bằng a” 
=> AA"=AC=a 
Hình vuông ABCD có đường chéo AC =a 


ki, 


=> Cạnh AB = 


av3 a s v 
Vậy VKhỏi lạng rụ E AA`.SvARcD = sổ _) „ dvt, 
dụ 8: Khôi lãng trụ lục giác đều ABCDEEF A'B'C.D'EE' có đáy nội tiếp 
đường tròn có đường kính bằng 2R và ADIYA' có diện tích băng 3R”, 
Tính thê tích của khối lăng trụ. 

Giải 
Vghải lãng trụ — = Say. AA'" : : 
Đáy ABCDEF là lục giác đều nội tiếp 
đường kính bằng 2R 

.# K, _8R" V3 


3 
ADD'A" là hình chữ va nên có diện 
tích bằng AA'.AD = 3R” 
© AA'.2R = 3R? œ AA'` = = 


3R”V3 3R 9R' Hy ND, 
Ð g. _ 

dụ 9: Cho hình lập phương ABC Hài B'CTD' cạnh a 
a. Chứng minh rằng BDC' là tam giác đều. | nuJŠÊi 
b. Tìm thê tích của hình lập phương. 

Giải 
ABDC"' có các cạnh BD = BC` = DC (vì 
chúng đều là đường chéo cua hình vuông 
cạnh a) nên A BDC' là tam giác dẻu. 
V= 
dụ 10: Cho hình hộp chữ nhật ABCI.A'B'C`D' biết răng hình hộp chữ 
nhật có thể tích 60 dm`. điện tích toàn phần 94dmˆ và AB + BC = 7dm. 
Tỉnh độ dài các cạnh AB. BC. AA'" 


= Súay = 6.SAoAB = 


Vậy Vkhỏi lãng trụ — 


ĐTS 10 Quốc học Huế 1998 — 1999 
Giui 
Gọi AB = x(dm); BC = y(dm) và AA` = z(dm). 
Điều kiện: 0 <x< 7,0 < y <7 và z > 2. Diện tịch toàn phân của hình hộp 
2(xy+yz+zx)(dm”). Thẻ tích của hình hộp: xyZz (dm°). 


lưới 


Theo đề ta có hệ phương trình: 


xyz = 60 Xyz = 60 
2(xy +yZ+zx) = 94 © 4 xy + y2 +2X = 47 
x+y=7 xty=7 
Xyz = 60 xyz = 60 
© 4xyz + y2” + Z”x = 47z © 460 + 2 (x + y)— 472 =0 
x+y=7 x+y=7 
xy =12 
xyz=60 |{=5 () 
xyz = 60 Z¡ =ỗ x+y=7 
©1472? - 47z + 60 =0 © 19 ©| [xy =35 
x+y=T L7 TẾ vợ 
x+y=7 kửg TẾ. ) 
x+y=7 


Giải hệ phương trình (*).Do x + y =7 và xy = 12 nên x, y là nghệm của 
X.=3 


phương trình X?~§K +P=0 X' ~TN +18=0 | = 
„= 


Từ đó suy ra (x, =3;y, = 4) hoặc (x; =4;y; = 3) 
Vậy hệ phương trình (*) có hai nghiệm (x, =3;y, =4;z, =) hoặc 
(x, =4; =3,z, =5). 
Giải hệ phương trình (**) 
Do x + y =7 và xy = 35 nên x, y là nghiệm của phương trình 
Y? -SY +P=0 Y? -7Y + 35 =0 (phương trình vô nghiệm) 
Suy ra hệ phương trình (**) vô nghiệm. 
Do đó AB = 3(dm); BC = 4(dm); AA) = 5(dm). 
Hoặc AB = 4 (dm); BC = 3(dm); AA" = 5(dm). 
Dạng 2: Hình chóp 
Ví dụ I: Trong không gian, cho hình chóp tứ giác đều SABCD, A3CD là 
hình vuông cạnh 20. cạnh bên 24. Tính thể tích của khối chóp . 
Giải 
Tam giác ABC vuông cân tại B : 


AC? = AB?+ BC*= 800 = AC = 90/9 ;AO = ——“ = 10/2. 


Tam giác SOA = tại O nên: SO” = SA?- ˆ- = 876 = SO =9/94 


800 =-= 


Do đó: V= 8h 2 = 1 20”.2/84 = (đvtt). 
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Kĩ dự 2: Trong không gian. cho lãng trụ đứng tam giác đêu ABCA'BR'C 
Biết AB - a, AA" =2à Tính thê tích khôi lãng trụ. 
Giải 
Về đường cao AIT của tam giác đều ABC, 
Trong tạm giác ABC tạ có: 


AH? =AP`~ BH` =a?~ SẺ =8 S An = SỐ, 


3 li 1 a: š : 
Suuẹ = TBC.AH = Ta TT” = —— (đvdÙ) 


Vậy thê tích khói lăng trụ là: 


“n ... 


=B.h=S,uc.AA'= TT”.2a = TT” (đvt), 


Ví dụ 3: Cho tam giác đều ABC cạnh a, đụng thăng d vuông góc với mặt 
phẳng ABC tại tâm O của tam giác ABC, trên d lấy điểm S sao cho SO = 2a. 
a. Chứng minh SA = SB = SC. 
b. Tính tông diện tích các mặt của tứ diện. 
Giải 
a. Tam giác ABC đều nên OA = OB = OC; 
ASOA = ASOB = ASOC (ba tam giác vuông 
có SƠ chung và OA = OB = OC). 
Do đó SA = SB = SC. c 
b. Các mặt bên đều là những tam giác cân bằng 
nhau. Vậy tông diện tích các mặt là: A H 
2 dđ 
S8 =88pe + Đoane š ñapc = C 
(diện tích tam giác đều cạnh a). B 


Su. : Gọi H là trung điểm của BC, đã biết AH = Đẽ (đường cao của 


` -ã 


đều cạnh a).OH = . Trong tam giác vuông SOH, thco định lý 


? = 
Py-ta-go ta có:SH” =SO? + OH? = 4a? + 3a 48a`+a` 49a 


36 12 12 
3 
=SH= 49a” =1a XS, tSàng ~1ạ 7a/3 _ 7a M3. 
12 6 2 § 12 
Do đó s«a. 8 về M3, S S5 sy a?/3 


Ví dụ 4: Cho hình — tứ giác đều, cạnh bên và cạnh đáy đều bằng a. Tìm 
diện tích xung quanh và thê tích của hình chóp. 
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Giải s 
+8 ..= spả (p chu vi ABCD = 4a, d 
a3 


= SE= =>” (đường cao của AÁ 
đều cạnh ý 
8„= ›ạ Av3 =a?2/3 (đvdt) 


xq 9 ^ B 


......ˆ- 


+ Gọi E là trung điểm của BC, Kẻ tam giác vuông SOE thì 


2 2 2 
SO? =SE? —OE?, SO? = “RÏ -[] _3a” a” 242 eo _ A2, 
9 4 4 xã 3 


V=.Bh (B là điện tích đáy B =a?;b = s02), 


dạ SẼ - se. 


Vậy V= — (đvdt) 


Ví dụ 5+ . Nv hình . tứ giác đều S.ABCD có cạnh bằng "tà cạnh bên 
bằng 24cm. 


a. Tính đường cao SO và từ đó tính thể tích của hình chóp; 
b. Tính diện tích toàn phần của hình chóp. 
Giải 
Gọi E là trung điểm của BC vậy BE = 10cm, 
SB = 24cm. Áp dụng định lý Py-ta-go vào 
ASBEvuông ở E ta có: 
SE? =SB? - BE? 
SE? =4? —10? = 476 = SE = v476 ~21,8(cm) 
Cũng áp dụng định lý Py-ta-go vào A SOE vuông ở O ta có: 
SO? =SE? ~OE? = 476 —100 = 376 = SO = V376 ~ 19,4(cm). 


Theo công thức tính thể tích hình chóp V =aBh; h= SO = 19,#cm) 
B=8apcp = 20.20 = 400 (cm?) 
Vậy V =g400.19 4 = 2586, 7(cmỶ) 


Ví dụ 6: Cho sac chóp cụt tứ giác ABCD.A"B'C'D' có cạnh đáy h a và 2a 
đường cao của mặt bên bằng a. 
a. Tính diện tích xung quanh. 
b. Tính cạnh bên và đường cao. 
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Giải 
a.. Công thức tính diện tích xung quanh của hình chóp cụt: 
D € 


1 ‡ 
8„ = s(p+p')d 
p: Chu vi tử giác ABCD; 
p`: Chu vi tứ giác A*B*C}'D'; 
d: đường cao của mặt bên (d= M'M) d=a 


Vậy S,„= sI4-2a + 4a).a = 6a” 


xi 


b. Từ B'` kẻ B'E /M'M (Ee BC) nên 
Bl; - BM -EM = BB=5; B'.E=MM' =a. 


Áp dụng định lý Py-ta-go vào tam giác vuông BB'E ta có 
2 2 
Bl# = B'E? + BE? = BB° =a? k5 -T= BB' =2 võ. 
Từ M' kẻ M'I // OO' (thực hiện trong mặt phăng OO'MM' do đường 


thằng song song OM và O°M'). Như vậy M'°I = OO', IM = ¬ 


Áp dụng định lý Py-ta-go vào tam giác IMM' ta có: 
!TP _) 2 VỊ V.g TÂY I5 nựa ¡r_ V3 
M'F =MM”- IM” =—M'Ứ =a Sr ớt Huy J6 
Ví dụ7: Cho tam giác ABC vuông cân tại A. Đường thăng d vuông góc với 
mặt phăng (ABC) tại A. Lây một điêm S trên đường thăng d; nôi SA, SB, 
SC. Gọi O là trung điêm của BC.Tính thê tích hình chóp S.ABC, cho biết 
AB=a, SO=a2. 
ĐTS 10 Quốc Học Huế 2000 - 2001 
Giải 
AO là trung tuyến của tam giác vuông BAC nên AO = ` : 
Áp dụng định lý Py-ta-go vào tam giác vuông ABC ta có: 
BC? = AB? + A2? = BC = VAB? + AC? 
Từ đó ta có: 
Ao - BC _ VAB + AC” _ Va”+a” _ aV2 
. 2 2 ).. 
Áp dụng định lý vào tam giác vuông SAO ta có: 
8O? =SA? +OA? 


3 2 
— SA? =SO? -OA? =(a2Ƒ 1#] _6a” 
® 2 


DỊ 22 


ỡữ 


¬sA - ĐỂ, 


Thẻ tích của hình chóp S.ABC là: 
144 AB.AC 1 aV6 a” a 
Ngaucy = kêu ca..." là (đvdU) 

Ví dụ 8: Cho hình vuông ABCD, O là giao rể của hai đường chéo AC và 
BD. Một đường thăng d vuông góc với mp(ABCD) tại O. Lấy một điểm 
S trên đường thăng d. nối SA, SB. SC, SD. Biết AB =a, SA = av5. Tính 
điện tích xung quanh của hình chóp S.ABCD. 

ĐTS 10 Quốc Học Huế 2001 - 2002 

Giải 
Diện tích xung quanh của hình chóp S.ABCD. Hình chóp SABCD có 
đáy là hình vuông và có chân đường cao trùng với tâm của hình vuông 
nên S.ABCD là hình chóp đều. Ké đường cao SE, của tam giác SBC ta có 


E là trung điêm của BC vì tam giác SBC cân tại S cho nên BE =5: Áp 


dụng định lý Py-ta-go vào tam giác SBE ta có: 
SB? = SE” + BE = SE” =SB' - BE” 


s 2 
E? =(a5)' l§ =. 185” — sp - S09 


Vậy: 8„„ —=~ 24a. SN a?J19 (đvdt) 
Dạng 3: Hình trụ 
Ví dụ 1: Cho hình lăng trụ đứng tam giác ABC.A'B'C' có cạnh bên AA' = 2a, 
đáy ABC là tam giác vuông cạnh huyền BC = 2av3. Tính thể tích khối 
trụ ngoại tiếp khối lăng trụ đã cho. 
Giải 
Hình trụ ngoại tiếp lăng trụ ABC.A'B'C' có: F 


- Hai đáy là hai đường tròn ngoại tiếp của Ẹ — 
hai AABC và AA'B'C? 


Chiêu cao là cạnh bên AA' 
Vậy hình trụ nói trên có bán kính đáy là: 


R=  =a 3 và chiều cao h =9a 


> 
©) 


= Thẻ tích của khối trụ là: 
= nR”h = x(aV3)?.2a = 6ma” (đvtt). 
Ví dụ 2: Cho hình lăng trụ đều ABC.A'B'C' có cạnh đáy bằng a và mặt bên 
AA'B là hình vuông. Hình trụ ngoại tiếp lăng trụ ABC.A'B'C'. Tính 
diện tích toàn phân của hình trụ . 
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B 


Giải 
Hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ ABC.A'B'C' có: 
Hai đây là hai đường tròn ngoại tiếp của hai tam giác ABC và tam giác 
lA 1D C UÉ Mˆ cao bằng cạnh bên. Vậy hình trụ nói trên có bán kính đáy 


3 a3 _ a8. 


là: R= AO= Š ăH- 
8 n 2 d 


Chiều cao h= AA'=a 
=> liện tích toàn phân của hình trụ là: 
Sụy, =8, + 28, = 2KRh + 2.nR” 


z 2x2, 4 2x| S5 - _. (3 +1)(dvdt) 


N70 


Ví dụ 3: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có cạnh bên AA'= 3a, đáy 
ABC là tam giác vuông ở A với AB = 3a, AC = 4a. Hình trụ T nội tiêp 
ABC.A'B'C' (T có hai đáy lần lượt là hai hình tròn nội tiếp tam giác 
ABC và tam giác A`B`C'). Tính thê tích của khối trụ T. 

Giải 
Hình trụ (nói ở đề bài) có: Bán kinh r bằng bán kính đường tròn nội tiếp 
tam giác ABC. Chiều cao h = cạnh bên AA' =3a 
Tính r: Tam giác ABC vuông ở A 


BC =AR? + AC? = NET +(4a)? =5a 


* Buyng = SAB.AC = 6a”. 


Nửa chu vi của tam giác ABC là : 
_ AB+AC+BC 
2 
Thể tích khối trụ là V = xr°h = ma?.3a = 3ma (đvtt). 

Ví dụ 4: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có đáy ABCD là hình 
vuông cạnh bằng a và AA'ƠC cũng là hình vuông. Hình trụ nội tiếp 
hình hộp chữ nhật đã cho (hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp hai 
đáy của hình lăng trụ ABCD.A'B`'C"D'). Tính diện tích xung quanh của 
hình trụ . 


=6a => rrSsa 


Giải 
Hình trụ đã cho có: Bán kính r bằng bán kính đường tròn nội tiếp hình 
vuông ABCD nên R = : . Chiều cao h= AA' = AC = a2. (Hình vuông 
AA'C'C có cạnh AC =aV3 ). 
Diện tích xung quanh của hình trụ là: 


S,„ = 2nRh = 2x© aV2 = ma?⁄2 (đvdt). 
ˆ 183 


Ví dụ 5: Cho hình lập phương có cạnh bằng a là hình trụ ngoại tiếp hnh lập 
phương đã cho. Gọi k' ho V; lần lượt là thể tích của khối lập phường và 


khối trụ.Tính tỉ số keo. 


- Giải 
Thể tích của khối lập phương V, =a*. Hình trụ ngoại tiếp hình lập 
phương nên hình trụ có: Bản kính R = bán kính đường tròn nguại tiếp 
D' Œ 


~Ý 


Ví dụ 6: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A"B°C) D' có AB =a, AD = 2a và 
AA'CC là hình vuông. Cho hình trụ ngoại tiếp ABCD.A'B'°C`D' (Hai 
đáy của hình trụ lần lượt là đường tròn ngoại tiệp ABCD và A"B'C” D`). 
Tính diện tích xung quanh của hình trụ . 

Giải 
Hình trụ ngoại tiếp hình hộp chữ nhật (theo đề bài) nên hình trụ cé: 
Bán kính R bằng bán kính Tn tròn ngoại tiếp ABCD 


nh: 


Chiều cao h bằng cạnh bên AA' = a5 (Vi hình vuông AA`C'C :ó cạnh 
AC =av5). Vậy diện tích xung quanh của hình trụ là: 
S„„=2nRh =2. ——” c a5 = ðma? (đvdU). 

Ví dụ7: Cho hình lăng trụ lục giác đều ABCEF.A¡B¡C¡D¡EFi có cíc Mực 
đáy bằng a và mặt bên AA'B'B là hình chữ nhật có diện tích bing 2a! 
Cho hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ nói trên. Tính thể tích của khối trụ 

Giải 
ABCDEF là lục giác đều có cạnh bằng a 
nên đường tròn ngoại tiệp ABCDEF có 
bán kính băng a. AA'B'B có diện tích 
¬ L 
bằng AA”.AB = 2a? AA'= 21 =2a 
AB 


hình vuông cạnh bằng :a = _= .Chiều cao h = 7 


= Thẻ tích khối trụ là: 
V, =nR”h= {*Ÿ: _. : 
2 


¡„ Ta 


Vậy kết quả k= Ơ Sa : 


Hình trụ ' rời tiếp hình lăng trụ (nói ở đề bài) 


a8? 


Ta có: Bán kính R = a. Chiều cao h = 2a. 
=> Thẻ tich của khói trụ là: V = xR°*h = xa?.2a = 2ma” (đvtt). 

Ví dụ 8: Cho hình lãng trụ đứng ABCD.A`B`C'D' có đáy ABCD là hình 
thoi cạnh bằng a và AC = a. Cho hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho 
hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp ABCD và A'B`C'D'). Tính 


bán kính đáy của hình trụ . Â 
sp H 
Giải 
Hình trụ nội tiếp lăng trụ ABCD.A"B`€}?D'. 
Ta có: Bán kính R băng bán kính 
đường tròn nội tiếp hình thoi ABCD. li 


Tam giác ABC là tam giác đều cạnh 
băng a (vì AB = BC = AC =a). 

Vẽ ÖOH _ AB, H e AB (Bán kính đường tròn nội tiếp hình thoi ABCD là 
OH). Tam giác OAB vuông ở O và có đường cao OH nên 


a a3 
OH.AB=0A0B© 0n= D52 7 - aV3. 
AB a 4 
Vậy bán kính đáy của hình trụ là R = ca : 


Ví dụ 9: Một hình trụ có diện tích xung quanh là S bằng diện tích đáy, diện 
tích đáy bằng diện tích một mặt cầu bán kính bằng a.Tính thể tích khối 
trụ. 

Giải 
Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao hình trụ 
đó lần lược là R và h. Khi đó: 
Sạ= xR` = 4xa? ; Suu= S = 2mRh. 
Từ các hệ thức trên ta có R = 2a và h “sa § 
4na 
Như vậy thẻ tích khối trụ là: 


= nR?h = x4a? s Sa (đvtt). 
4na 


Ví dụ 10: Một hình trụ có diện tích xung quanh là S, diện tích đáy bằng diện 
tích một mặt cầu bán kính bằng a. Tính diện tích thiết diện qua trục của 
hình trụ . 

Giải 
Thiết diện qua trục của hình trụ là hình chữ nhật có các kích thước là 2R 
và h. Vậy diện tích thiết diện — 8 trục của hình trụ là 


iRh=ks= Š (đvd), 
4na 
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Ví dụ II: Cho hình trụ có bán kính đáy bằng a và đường sinh bằng 3a. Tính 
diện tích xung quanh, diện tích toàn phân và thê tích hình trụ. 
Giải 
Su =9rRh,R =a,h =2a 
=8, =2m.a.2a = 4na” 
Sự =8 + 28,;S„ = xR” = ma” 
=8 =4na” +2xa” = 6a” 
V =zR?h = V =ra?.2a = 2na” 
Ví dụ 12: Thiết diện qua trục của một hình trụ là hình vuông cạnh a. Tìm 
điện tích toàn phân và thê tích của hình trụ. 
Giải 
Thiệt diện qua trục của hình trụ là hình vuông cạnh a như vậy đường cao 


của hình trụ là a, R=2. 


2 
S„ =2nRh + 2xR? = 2xR(h + R) = 2r3|a +Š] = ¬ : 


2 3 
V —xE°h = V=x| ] TT 
2 4 
Ví dụ 13: Một mặt phẳng đi qua trục OO' của một hình trụ, phần mát phẳng 
đó bị giới hạn bởi hình trụ là một hình chữ nhật có diện tích là 72cm”. 
Tính diện tích xung quanh và thẻ tích hình trụ, biết rằng đường kính đáy 
bằng một nửa đường cao. 
Đề TS 10 Quốc Học Huế I99é ~ 1997 
Giải 
Gọi d (cm) là độ dài đường kính đường tròn mặt đáy. h(cm) lì độ dài 
đường cao hình trụ. Điêu kiện: d > 0, h > 0. 
Theo đề bài ta có hệ phương trình: 
mm =79 _. =72 4 =86 ụ =6 
S = © 
2d=h 2d=h 2d=h 2d=h 
Nhưng d > 0 và h > 0 nên ta có d = 6 và h = 12. 
Diện tích xung quanh (Sxq) và thể tích hình trụ 
(V) được tính như sau: 


3 

2 

Ví dụ 14: Cho hình trụ có bán kính đáy bằng a và độ dài đường sirh bằng 
LẺ lên tích xung quanh; diện tích toàn phân và thê tíck hình trụ. 


2 
S„„ = xd.h = x.6.12 = 72m(cm”); V = *( ) .‹h=m.3”.12= 108x(cn") 


Giải 
a. 8. =28.R.h =2mia2a = 4v (dvdD 
b.8,y = Bụy + 25. = 41a” + 2ma” =6ma” (dvdt) 
c., V=nR”.h= ma”.2a = 2ma”(dvdU) 

Ví dụ 15: Hai hình chữ nhật ABCD và EFGH có cạnh AB = 3em, BC = 4cm, 
EI' = 12cm, FƑG = 2cm. Cho hình chữ nhật thứ nhật quay quanh AB và 
hình chữ nhật thứ hai quay quanh EF. Chứng minh răng hai hình trụ 
được tạo thành có diện tích toàn phân băng nhau và thê tích băng nhau. 

Giải 

a.. Su =2m4.3= 24n(em”) 
254, = 2n.4” = 32n(cm”): 
S„„¡ =56m(cm”) 

b. 8 „„=2m.2.12=48m(cm”) 
2S,¿ = 2n.2” = Bm(cm”): S,„„ =ö6n(cm?). Vậy S„ =S„„; 

V, =m.4”.3=48(cm”): V, = n.2”.12 =48n(cm”). Vậy V, = V, 

Ví dụ 16: Mặt phẳng đi qua trục có hình trụ, phần mặt phẳng đó bị giới hạn 
bởi hình trụ là một hình chữ nhật có diện tích 72cm”. Tính bán kính đáy 
và đường cao hình trụ biết răng đường kính đáy băng một nửa đường cao 

Giải 
Hình chữ nhật giới hạn bởi hình trụ có một cạnh bằng 2R và một cạnh 


bằng h. Theo để bài: 2R = Ặ 


tp 


A'€—o—n:' 
hẺ : =1. 
Do đó Y_ Bo h” =144 © h=12(em) 
„_ |h=12{cm) 

Vậy t =8(em) 
Dạng 4: Hình nón * h 
Ví dụ I: Cho hình nón biết diện tích xung quanh bằng 400 cm”,độ dài 

đường sinh bằng 25cm. S 


a. Tính bán kính đáy. 
b. Tính diện tích toàn phần và thể tích. 
Giải 
a. 8. =niil— R= 3 vậy '— t 
ml 25 
R= l6(em). 
“Trong tam giác vuông SOA: ^ 
SO” =8A? ~OA7 = 258? — 16? => SO = 19,2 (cm); 
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b. S„ =8„„ + 8¿; biết S,„ =400xcm” 
S¿ =xR? = S¿ = n.16” = 256n, vậy 8„ = 400x + 256m = 656m(cr”) 
V =aRh =V =a 16.26 “ ““(em`) 

Ví dụ 2: "Chủ hình nón mớ với hai bán kính đáy lần lượt bằng 6cm và LẶNG: 
đường sinh bằng 16cm. 
a. Tính diện tích xung quanh. 
b. Tính đường cao và thê tích hình nón cụt đó. 

Giải 

a. S„=z(R+R) 
S¿„ = x.16(10 + 6) =256m(cm”) 

b. Từ B kẻ BC //OO' (CeOA) 
Vậy BC = OO'", O'B = OC = 6—>CA = 4. Trong tam giác vuông ABC, ta 
có BC? = AB? - AC? =16” - 4? =940 = BC =415 


V=  h(R? + R+ RR).x = 2.416 (100 + 36+ 60).x=-ˆ  ” /15 em?) 


Ví dụ 3: Thiết diện qua trục của một hình nón là tam giác đều cạnh a. Tìm 
diện tích toàn phần và thẻ tích của hình nón. 
Giải 
Thiết diện qua trục của hình nón là tam giác đều cạnh 


av3 


a vậy đường cao của hình nón he te ReE 


e' 


=xR/+xR? =xR(£+R)=xS|a+^|= si (đvdt) 
& 2V 2 


2 
V~ nRÊh = V =2 x3) _.... Su vi) CƠ 
3 3 (2 2 

Ví dụ 4: Tam giác vuông ABC (Â =90°) quay chung quanh AB, títh bán 

kính đáy và đường cao hình nón được tạo thành, từ đó tính thể ích và 

diện tích xung quanh của nó, biết rằng BC =a và ACB = 60° 

Giải 
BC a 


A ABC là nửa tam giác đều, BC =a ẲAC=-—=ẽ. 


2 
Và AB* =BC? ~ AC? =a" —Sˆ = 2ˆ e AB -“Ẻ., Vậy bán kíhh đáy 
hình nón R = s Chiều cao hình nón: h = , 


AØÉ 


a? a3 _ sa nã 


Do 1ó: thể tích hình nón: V = su "h = 2n : (dvd0) 


* Diện tích xung quanh hình nón: 8,„ = x.R.f = = ...e. (đvdt) 


L7 dụ S: Một chỉ tiết máy có dạng như hình vẽ: 
a. Tính diện tích mặt ngoài của chỉ tiết. 
b. 1ính thể tích 
Giải 
a._ Diện tích xung quanh hình trụ có đường kính đáy 0.2m; chiều cao Im là: 
2m 0,1)1=0,2x(m?) 
Hìrh nón có đường kính đáy 0,2m; chiều cao 0,2m có: 
~ Đà dài đường sinh: lcem 


+ = j(0,9)? + (0,1)? = x{0,05 = 
- Diện tích xung quanh: ‹ ' 0,2cm 
n(9,1)sJ0,05 5 =0,1x0,05(m?) tỷ 


Di¿n tích cần tìm sẽ là: => 


S -0,9x+0,2m./0,05 = 0,2m(1 + 0,05 )(cm”) 
b._ Thẻ tích hình trụ ở câu a: z.(0,1)”.1= 0,01(m”) 


1,4cm 


Thẻ tích hình nón: 0,210, LẺ (nô) 
"Thi tích cần tìm sẽ là: V =0,01x+ _ = — (m) § 
Ví dụ : Tính thể tích một cái thùng được biểu diễn như hình vẽ 
Giải 


“Thš tích hình trụ có đường kính đáy 0,6m; chiều cao 0,6m. 
V,=x(0,3)”.0,6 =0,054x(m°) 

“Thẻ tích hình nón cụt có các đường kính 
đáy 0.6m và 0,5m; chiêu cao 0,4m. 


V,= TH ®) (0,09 + 0,04+0,06) =^” TC “(m') 


“Thẻ tích cái thùng là: V = V, + V; = 


0,238 
NT Hã SỐ, 


Ví đụ 7: Một cái xô dạng hình nón cụt có bán kính hai đáy là 19cm và 9em, 
độ dài đường sinh £ là 26cm. Trong xô đã chứa sẵn lượng nước có chiều 
ca› 18cm so với đáy dưới. 

a. Tính chiều cao của cái xô. 
lb. Hỏi phải đồ thêm bao nhiêu lít nước đẻ đầy xô? 
Đề TS lớp 10 THPTTP Huế 2007 -2008 
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Giải 

a. Cắt hình nón cụt bởi mặt phẳng qua trục OO”, ta được hình thang cân 

AA'BB.. Từ A hạ AH vuông góc với ATP' tại H, ta có: 
ATH'=O'A'-OA =10 (em) 

Suy ra: OO' = AH = VAA” ~ AH? =x26? ~10? = 24 (em) 

b. Mặt nước với mặt phẳng cắt có đường thẳng chung là IJ, LJ cắt AH tại K, 
Theo giả thiết ta có: HK = AH - AK =34—18 =6 (cm) 
Bán kính đáy trên của khối nước trong xô là: r =O,I=O,K+KI=9- KI 
EhiEMLIGm = G: “ấn = va 7,õ = ry =16,5 (cm) 
Thê tích khôi nước cân đô thêm để đây xô 


V =gmh(t” +rn trÈ}= s.ar(19! +19.16, + 16,ð?) 


V ~ð945,ð9 em” = 5,94559 dm? ~5, 9lít. 

Ví dụ 8: Đề làm một cái phểu hình nón không, nắp bằng | bìa cứng bán kính 
r=12 cm, chiều cao h =16 em, người ta cắt từ một tắm bìa ra hìn khai 
triển của mặt xung quanh của hình nón, sau đó cuộn lên. Trong hai tắm 
bìa hình chữ nhật: Tâm bìa A có chiều dài 44 cm, chiều rộng 25 cm, tắm 
bìa B có chiều dài 42 em, chiều rộng 28 cm, có thể sử dụng tắm ba nào 
để làm ra cái phễu hình nón nói trên mà không phải chắp nói? Giải :hích. 

Giải 

Đường sinh của hình nón có chiều dài: 
£=r? +h? =20 (em) 
Hình khai triển của mặt xung quanh O 
của hình nón là hình quạt của hình tròn 
bán kính £, số đo của cung của hình 
quạt là: 

o_ 360r 360.12 
"n=—_-= 

l2 20 ¬ 

= OI=20cos72? x 6,2 (em). Do đó, để cắt được hình quạt nói trần thì 
phải cần tắm bìa hình chữ nhật có kích thước tối thiểu: chiều dài 0cm, 
rộng (20 +6,2) =26,2cem. Vậy phải dùng tắm bìa B mới cắt được hình 
khai triển của mặt xung quanh của hình nón mà không bị chắp vá. 

Vi dụ 9: Cho nửa đường tròn đường kính DE và tam giác ABC vuông ại A. 
Biết AB=6em, AC =8 emvà DB=CE=1cem_ Khi đó toàn bộ hình vẽ 
quay một vòng quanh DE thì nửa hình tròn tạo thành hình (S,) vì tam 
ciác ABC tạo thành hình (S,). Hãy mô tả các hình (S,) và (S,). Tính 
thể tích phần của (S,) nằm ngoài hình (S,). 


Ẩ I B 


=916": ÃÖÌ=729 = NG: ÃOÌI 
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Giải 
a. Vẽ đường cao AHT của tam giác ABC. Khi quay toàn bộ hình vẽ một 
vòng quanh DE thì: Nữa hình tròn tạo thành một hình cầu đường kính 
DE=92R Hai tam giác vuông AHB và AHC tạo thành 2 hình nón có 
chung đáy là hình tròn tâm H. bán kính r = HA và 2 đỉnh là B và C. 
Trong tam giác vuông ABC: 
BC” = AB? + AC” =6” +8” = 100 


= B€= 10cm 
BC.AH = AB.AC 
=tr=ÄH= ABÁC =-1,8em 
l B€ 

Thẻ tích hình cầu đường D lg 
kính AB: - „ 

4 o;¿ 34nổ` Š ; 3 
V.=-nR`= =288r (cm ) (x 904,32 em ) 

3 3 


Tổng thể tích của hai hình nón: 
V,= : xr°.HB + ` m^HC=Lw°BD= 76,8T (cm') (* 241,152 cm”) 
° Ñ 3 3 


Vậy thẻ tích phần của hình (S,) nằm bên ngoài hình (S,) là: 
V =<V, -V, =288x 76,8 = 311,3z(cm”) ( = 663,168cm”). 
Dạng 5: Hình cầu 
Ví dụ I: 
a. Tính diện tích mặt ngoài và thẻ tích hòn bi thép có đường kính Icm. 
b. Tính diện tích đa đề làm một quả bóng đá có đường kính 20 cm (không kế 
da dùng cho các chỗ ghép uốn). 
Giải Ä 
a.. Diện tích mặt ngoài viên bi: S=4xR = 4m(cm?) R 


* Thẻ tích hòn bi thép: V = 2AR = ^“(em') 
3 
b. Diện tích da cần làm quả X.AI không là MÀ. 
cần kẻ các chỗ ghép nôi: C 1%. B 


S, = 4nR = 4(20)” = 1600x(cm” ) 


Ví dụ 2: Cho tam giác đều ABC có cạnh AB = 10cm và đường cao AH. Tìm 
thẻ tích hai hình cầu tạo thành khi quay nửa hình tròn nội tiếp và nửa 
hình tròn ngoại tiếp tam giác một vòng quanh AH. 

Giải 
A HAB vuông tại H: 
AH” = AB ~BH” =100- 95 =75  AH =5 v3 (em) 
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Bán kính hình tròn ngoại tiếp tam giác: R = OA = Am 2 a/8 193 m). 


Bán kính hình tròn nội tiếp tam giác: r=OH = mm. = sÑ(n), 
3 
Do đó: thể tích hình cầu lớn tạo thành V, =am (#} = — : 


4_ (53 Ì` _ 500/8 
Thẻ tích hình cầu nhỏ được tạo thành: V, = TI: = “az (em' )- 


Ví dụ 3: Trong đường tròn (O) tâm O, bán kính R, nội tiếp một hình vuông 


1. Thẻ tích của hình cầu: V, = ạnR' (đvtt) 


ABCD và một tam giác đều EFG sao cho đường cao GG` = h của tam 
giác song song với cạnh BC của hình vuông. Cho hình vẽ quay quanh GG'`. 
Chứng minh rằng thẻ tích hình trụ gây ra bởi hình vuông là trung bình 
nhân giữa thể tích của hình cầu và hình nón gây ra theo thứ tự bởi (O) và 
AABC. 

Chứng tỏ rằng diện tích toàn phần của hình trụ cũng là trung bình nhân 
giữa diện tích toàn phần của hình cầu và hình nón. 

Giải 


Thẻ tích của hình nón đỉnh G, đường cao 
GG' =h =3R/2, bán kính đường tròn đáy 


1 1 38R?Ẻ 3R 3 
V, =—m.G'E?GG'=—z.——.——=—x.R (đvtt). 
8 g.G E QG s" HH” ạt (đvtt) 


Thẻ tích của hình trụ gây ra bởi hình vuông ABCD khi quay quanh GG'" 


h: v=n(25Ï .BC= xế” RV2= “ 


(đvtt) 


Ta có V,.V, =a R2 mR” =s(xRŸ =V?, Vậy V° = V,.V, 


Diện tích của mặt cầu: S, = 4xR? 
Diện tích toàn phần của hình nón: 


2 
S; =S¿„ + 8, nh 1u0b b3 `. 
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Diện tích toàn phần của hình trụ: 


— 2 
S=Bự tÖạ= 2| s. |R# ' s„|S,] = 3nR? 


Tạ có: 8,8, = In. xIẾ =(3nR”)” =8°. Vậy S° =S,.8, 


Ví dụ 4: Một thùng sắt dậy kín hình lập phương. Biết rằng trong thùng chứa 
9 khói có dạng. hình câu cùng bán kính, làm bằng chất liệu rất rắn. 
Chứng minh rằng nếu cạnh của thùng hình lập phương là a thì đường 
kính của các khói cầu bên trong nó nhỏ hơn hoặc bằng (23 —3)a.. 
Đề TS lớp 10 chuyên TPHCM 2006-2007 
Giải 
Gọi O là tâm hình lập phương (L) đang xét. Dựng hình lập phương (L,) 


có cùng tâm O. có cạnh song song với cạnh của (L) và có độ dài cạnh là 
a=#r, với r là bán kính của hình cầu. Chín tâm của 9 hình cầu đều nằm 
trong (L;) (hoặc ở trên mặt). Chia (L,) thành 8 hình lập phương con bởi 


ba mặt phằng qua O và song song với mặt của (L,). Phải có một hình 
lập phương con (L,) trong chúng chứa ít nhất 2 tâm hình cầu. Đường 
chéo của hình lập phương con (L,,) là: sía ~9r) 3 
Khoảng cách hai tâm hình cầu lớn hơn hoặc bằng 2r. 


Vì vậy g(a ~3r)V8 >r hay ay <-v3 =(2/3-3)a 


*t vy 
Ví dụ 6: Cho hình chóp tứ giác đều Suy có cạnh đáy là a, chiều cao 
SO- Mã 2 


a._ Tìm tâm và bán kính mặt cầu (S) qua các điểm S, A, B, C, D. 

b.. Mặt phăng (SAB) cắt mặt cầu (S) theo một đường tròn. Tính bán kính 
của đường tròn này. 

c.. Tính thẻ tích hình cầu ở ngoài hình chóp. 

Giải 

a. Gọi [ là tâm và R là bán kính mặt cầu (S). 
O' là hình chiếu vuông góc của I trên (ABCD). 
Do IA = IB = IC = ID nên các tam giác vuông O"IA, O°IB, O'IC, O'ID 
bằng nhau.—= O'A =O'°B =O'C =O'D 
=O' là tâm của hình vuông ABCD.= O'=O. Như vậy: I thuộc đường 
thăng SO. Ngoài ra: IS = IA nên trong mặt phẳng (SOA) I chính là giao 
điểm của đường trung trực của đoạn SA và đường thẳng SO. 
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Nếu J là trung điểm của đoạn SA thì: Trong AOSA vuông tại O, ta có: 


A? =8O? +OA? _—= =xiB8 =ujÐ. 


§J _ SL 
N SAO 
goài ra: SLJ ~ nên: EnÌ m 


Vậy, bán kính mặt cầu (S): R = .Ắ 
là “ : 3 
»9 


ạ 3 
V=ExR* =ảm aj6 _24na v6 v6 
3 3 81 


b. Mặt phẳng (SAB) cắt (S) theo một đường tròn có tâm là hình chiếu 
vuông góc của I trên (SAB).Gọi K là trung điểm của AB và IH là đường 
cao của AISK. 


ABLOK 
K LI 
| ¡sọ “^B1(S0 )=ABLIH 


TIHLSK 
= LẬP =IH 1(SAB) 


Vậy: chân đường cao IH của A SIK là tâm của đường tròn. 
IH SĨ 
ASIH~ ASK —“= 
S ASKO= KO “SK 


a av6 


AH? =AIt ~1mt „ 68” _ 228 „ 164” _. An „42, 
9 lội 58 v33 


4aJ33 
33 


c. Thể tích hình cầu: V =.xR" = 5 TRO = a? (đvtt) 


a? 
Thể tích hình chóp: V, =.a % Ti. “5 


3 3 1 _ 
Thể tích cần tìm: V, =V ~ V, = kr -š]}» = SE (đvtt) 


A5” 


Vậy bán kính của đường tròn này r = 


mơ 


œm—m 


10. 


a 
b. 


Bài tập vận dụng 

Một hình trụ có bán kính đáy là R. chiều cao 2R. Một đoạn thăng AB có 
2 đâu thuộc hai đường tròn đáy, góc giữa AB và trục hình trụ bằng œ 
Tỉnh độ dài đoạn AB trong trường hợp ơ = 30”. 
Tìm giá trị của ơ đề độ dài AB lớn nhất. 
Một hình trụ có bán kính đáy R. chiều cao h. Gọi (P) là mặt phẳng chứa 

hai đường sinh bất kỳ của hình lăng trụ. phản của (P) giới hạn bởi hình 
trụ là một hình chữ nhật. Tìm (P) đẻ diện tích hình chữ nhật lớn nhất. 
Một hình trụ có bán kính đáy R, chiều cao h. Tính: 
Thẻ tích hình lăng trụ tứ giác đều có đáy nội tiếp đáy hình trụ. 
Diện tích toàn phản hình lãng trụ tam giác đều có đáy ngoại tiếp đáy hình trụ. 


.. Cho hình trụ có hai đáy là các hình tròn tâm O và O' bán kính R; chiều 


cao hình trụ là RV2.Gọi A, B là 2 điểm lần lượt thuộc các đường tròn 
(Ó) và (O') sao cho OAO'B. 

Chứng minh tứ điện OAO'B có các mặt đều là tam giác vuông. Tính thẻ 
tích và diện tích toàn phần tứ diện này. 


._ Gọi (P) là mặt phẳng vuông góc với OO' tại trung điểm I của OO". (P) 


cắt các mặt của tứ diện OAO'B tạo thành hình gì? Tính diện tích hình đó. 


. Tính diện tích toàn phần hình nón biết đường sinh có độ dài bằng ¡, phần 


mặt phăng. qua trục hình nón giới hạn bên trong hình nón là một miễn 
tam giác đều. 


. Gọi V, Vị, Vạ lần lượt là thể tích các hình tròn xoay tạo ra bởi tam giác 


quay quanh cạnh ki và các cạnh góc vuông. 
1 R 


Chứng minh ==†t— 
Đ rằng:—— " ụ? + W 


.. Trong một hình nón, tìm góc lớn nhất tạo bởi hai đường sinh của nÓ. 
. Cho hình nón đỉnh § có đáy là hình tròn tâm O bán kính R, chiêu cao 


hình nón ¡hệ AB là một dây của đáy sao cho khoảng cách giữa O là 


mặt phẳng (SAB) là `“ _ . Tính độ dài dây AB. 


. Tính thẻ tích hình nón biết hình chóp tam giác đều có cùng đỉnh với hình 


nón và đáy là tam giác đều nội tiếp đáy hình nón có thẻ tích là V. 

Cho hình nón đỉnh S bán kính đáy R, góc lớn nhất tạo bởi hai đường sinh 
là 60): xét hình chóp đều SABC với ABC là tam giác đều ngoại tiếp đáy 
hình nón. 


._ Tính thể tích và diện tích toàn phần hình chóp. 


Mặt phẳng (P) song song với mp (ABC) chia hình chóp thành 2 phần có 
thể tích bằng nhau. Tính diện tích hình tròn nằm trên (P) giới hạn bởi 
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11. Cho hình nón có đỉnh S, bán kính đáy là R và đường cao bằng h. Mặt 
phẳng (P) song song với đáy hình nón đi qua trung điểm đường cao chia 
hình nón làm hai phần. Tính thẻ tích mỗi phần đó. 

12. Cho hình nón cụt có bán kính đáy lớn gấp hai bán kính đáy nhỏ phần mặt 
phăng (P) chứa hai đường sinh và đi qua trục hình nón cụt giới sạn bởi 
hình nón cụt là một hình thang cân có hai đường chéo vuông góc. 

Tính thẻ tích và diện tích xung quanh hình nón cụt biết chiều cao là h. 

13. Cho hình nón cụt có các bán kính là R và r(R > r). Một mặt phẳng Song 
song với đáy hình nón cụt chia hình nón cụt ra hai phần có thể tích bằng 
nhau. Tính bán kính của hình tròn là phần của mặt phẳng (P) giới xạn bởi 
hình nón cụt. 

14. Cho mặt cầu đường kính SS' = 2R. Gọi H là điểm trên đoạn SS” sao cho 
HS = 2HS'. Mặt phẳng (P) qua H vuông góc 55' cắt mặt cầu tleo một 
đường tròn (C). ABC là một tam giác đều nội tiếp với (C). 

a. Chứng minh SABC là tứ diện đều. Tính thể tích V của tứ diện đó. 

b. Tính diện tích xung quanh của hình nón đỉnh S°, đáy là hình tràn (C). 
Chứng minh các đường sinh S°A, S'B, S*C của hình nón đôi một vuông góc. 

15. Trong mặt phẳng (P) cho đường tròn (C) tâm O đường kính AB = 2R. 
Gọi S là điểm đối xứng của O qua A, d là đường thẳng qua S vuỏng góc 
(P) và T là điểm thuộc d sao cho ST = 2R. 

a._ Tìm tâm I của mặt cầu (S) đi qua T và chứa (C). 

b._ Tính độ dài đoạn OI và thẻ tích hình cầu (C). 

16. Một chai có phía dưới là hình trụ chứa 
một lượng nước có chiều cao 10cm 
như ở hình bên. Người ta lật ngược 
chai lại thì phần chia không chứa nước 
là một hình trụ có chiều cao 8cm. Tính bzT f8 
thể tích của chai, biết rằng đường kính A) 3) 
của đáy chai bằng 10. 

17. Có ba vật hình trụ bằng chì, bằng sắt, bằng nhôm có cùng khối lượng 
bằng 2kg và cùng có đường kính đáy bằng 10. Tính chiều cao của mỗi 
vật, biết rằng khôi lượng riêng của chì là 1 1,3 kg/dmỶ, khối lượng riêng 
của sắt là 7 ,8kg/dmỶ, khôi lượng riêng của nhôm là 2.7 kg/dmẺ. 

18. Một băng giấy dải được cuộn chặt lại 60 vòng làm thành một cuộn giấy 
hình trụ rỗng. Biết đường kính của đường tròn trong cùng bằng 2cm, 
đường kính của đường tròn ngoài cùng băng 6cm. Tính chiều dài của 
băng giấy (đàm tròn đến 0,1). 

19. Người ta cần cưa một thân cây hình trụ có đường kính đáy bằng d để 
cm) Úc gỗ hình hộp chữ nhật có thẻ tích lớn nhất. Tính (ác kích 

N.uec gỗ hình hộp chữ nhật. 


10 cm 
——+ 


19. Người ta cần cưa một thân cây hình trụ có đường kính đáy bằng d để 
được một khúc gỗ hình hộp chữ nhật có thẻ tích lớn nhất. Tính các kích 
thước của khúc gõ hình hộp chữ nhật. 

. Chủ kiến và giọt mật. Một chú kiến ở vị trí A trên mặt ngoài của một lọ 
thuy tỉnh hình trụ (không có nắp), nhìn thấy một giọt mật ở thăng trước 
mặt tại vị trí B. Biết A cách miệng lọ 5cm, B cách miệng lọ 2cm và độ 
dải của đường tròn miệng lọ bằng 48cm. Tính độ dài ngăn nhất để chú 
kiến bỏ được tới chỗ giọt mật. 

. Chứng minh răng trong các hình trụ có cùng thẻ tích, hình trụ có đường 

cao bằng dường kính của đáy là hình có diện tích toàn phần nhỏ nhất. 

- Cho tam giác OBC vuông tại O. Nếu quay tam giác đó quanh cạnh OB 
có dịnh thi dược một hình nón có thẻ tích 800, còn nếu quay tam giác 
đó quanh cạnh ÓC cô định thì được một hình nón có thê tích 19207. 
Tỉính các độ dài OB. ÓC. 

23. Ông An đã uống ở một cốc có dạng hình \. / 

nón. Chiều cao phần rượu còn lại bằng nửa 3h 
chiêu cao rượu lúc đầu. Ông An đã uống t1 
bao nhiêu phản cốc rượu? 

24. Một hình nón đỉnh S có đáy là đường tròn 


tầm O. đường kính AB. ASB = 600. 
Qua trung điểm I của SO, kẻ đường thăng song song với AB, cắt mặt 
xung quanh của hình nón ở C và D. Tính thẻ tích hình nón biết CD = 6cm. 

25. Một hình nón có chiều cao h. Hai đường sinh vuông góc với nhau chia 
mặt xung quanh của hình nón thành hai phần có tỉ số diện tích là 1: 2. 
Tính thể tích hình nón. 

26 Tam giác ABC có BC = a. chiều cao tương ứng bằng h. Tính thể tích 
hình tạo thành khi quay tam giác một vòng quanh cạnh BC. 

27. Hình thang vuông ABCD có A=B=90°, các tỉa phân giác của các góc 
€ và D gặp nhau tại trung điểm của AB. Biết AB = 8cm, diện tích hình 
thanp bằng 40cm”. Tính diện tích mặt xung quanh của hình nón cụt do 
cạnh C]D tạo thành khi quay hình thang một vòng quanh trục AB. 

28. Tính số đo của cung AB của một hình quạt tâm O bán kính R để khi 
cuộn hình quạt lại, ta được một hình nón có thể tích lớn nhất. 

29. Có 15 quả bi-a hình cầu đặt năm 
trên mặt bàn, sao cho chúng được 
dồn khít trong một khung hình 
tam giác đều có chu vi bằng §58 
mam. Tính bán kính của mỗi quả 
b-a. 


2 


2 


_ 


2 


là 


30. Một quả bóng hình cầu bán kính 13cm. nổi trên mặt hồ, đỉnh của quả 
bóng cao hơn mặt hồ 18cm. Tính độ dài của đường tròn được tạo thành 
bởi quả bóng và mặt hồ. 

31. Một quả bóng hình cầu đặt trên 
mặt đât có bóng của nó như hình 
vẽ. Trong đó độ dài lớn nhất của 
bóng là BC = Im. Biết một cột cao 
1m lúc đó có bóng dài 2m. Tính E 
bán kính của quả bóng. 

32. Hình bên mô tả một hình cầu nội tiếp một hình trụ (tức là hình cầu được 
đặt khít vào trong hình trụ). Hãy chọn câu trả lời đúng: 

a. Tỉ số giữa diện tích mặt câu và diện tích toàn 
phần hình trụ bằng: 


‹/WWn 
5 


Ä.c BH, C.Š; D.Š; 
H gi” ha VU 
b. Tỉ SỐ giữa thê tích hình câu và thê tích hình trụ 
băng: 
A. A, B. mi Œ. =. DĐ. _. 
2 4 5 


33. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A"B'CD'. 

a.. Chứng minh rằng tồn tại một hình cầu đi qua tất cả các đỉnh của hình hộp 
chữ nhật. 

b. Tính thể tích của hình cầu đó biết các kích thước của hình hộp chữ nhật 
là 6cm, 8cm, 24cm. 


Hướng dẫn và đáp số 
1. Gọi BB' là một đường sinh của hình trụ. 
Ta có: OO' //BB` =(AB,OO')=(AB,BB') = ABB'=ơ 
a. Khi œ =30° : AB'AB là một nửa tam giác đều nên nếu AB = x thì: 
AB? = AB”+ B'B?,AB =2AB' 


2 
BH”. ốh san 
4 v3 
Vậy Ap-4Rv3 
ậ `" 


b. Do AB? =AB?+B'B? © AB? =AB?+4R? 
Như vậy: AB lớn nhất > AB' lớn nhất vì AB là một dây cung của 
đường tròn (O) nên lớn nhất khi AB'= 2R. 

Khi đó AB'AB vuông cân tại B`. Nghĩa là: œ = 45°. 
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2. Hình chữ nhật ABB`A" có 2 cạnh là hai đường sinh và 2 cạnh còn lại là 
hai dây cung của hai đáy. 
Diện tích hình chữ nhật này là: 

5= AA'.AB=h.AB. 

Do đó: S lớn nhất độ dài AB lớn nhất 
« AB là một đường kính của đáy. 
Vậy: (P) là mặt phăng chứa một đường sinh 
và một đường kính của đáy. 
Khi đó: giá trị lớn nhất của S sẽ là: 2Rh. 

3. a. Hình lăng trụ tứ giác đều ABCD.A'B'C'D'có: 
- Đáy là hình vuông nội tiếp đường tròn bán kính R. D 
- Cạnh bên là đường sinh hình trụ và bằng h. 
Như vậy: 
2AB” = AC? =4R° = AB= R2 
Suy ra: thể tích hình lăng trụ: 
V =Bh =(R/2)°.h =3R°h (đvt) 

b. Hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'°C' có: 
- Đây là tam giác đều ngoại tiếp đường tròn bán kính R. 
- Cạnh bên băng đường sinh hình trụ và bằng h. 


Như vậy: CH = 30H = = 


AH? = AO?—OH?=R?_ Rˆ„3Rˆ 
4 4 

: 3R?Ẻ 9R°Ề 12R? 

= AC” = AH”+CH? Hế XóC? lên F 


= AC =RV3 
Suy ra: diện tích toàn phần hinh lăng trụ: 


Sự =8,„ +28, =3AB.AA '+ 2 =. 


tụ xị 


=3.RV3.h+ Rj - 3/5R[h + 2 |/#td) 


.a, N ñ «li = AO 1 (OBO') 
= Các tam giác OAO", OAB vuông tại O 
BO'I AO 
lo 1OO! 
= Các tam giác O'BO, O*BA vuông tại O" 


=BO' 1 (OAO') 
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* Coi tứ diện OAO°B như là hình chóp có đỉnh A, đáy là tam giác OBO" 
thì thể tích tứ diện là: 

3 

Äp-}L,SỞ 52 nạ =1 RR/SR-2 


u- ơn 
* AOAO' vuông tại O: 
O'A? =O!O? +OA? =3R? =O'A = RV3 
AO'BO vuông tại O”: 
OB? =OO”+O'B? =3R? =OB = R3 
Diện tích toàn phần hình tứ diện: 


Sy = S(oAo) + S(ona) # Š(opoy + Son) 
2 2 3 2 
_R` RV3 Si s + 8 „m(J5¿ +8) 
2 _—. 
Dễ thá " đường tròn (O)). Nên (P)//(Q) ( từ định 
._ Dễ thây: chứa đường tròn . Nên suy ra từ đị 
Ÿ' {0o:L(Q) g y 


nghĩa đường thăng vuông góc mặt phẳng). : 

Gọi I, K, L lân lượt là giao điềm của (P), các đường thăng O'A, AB và 
(P)⁄() 

OB thì: 4(P) ¬(O'OA) = 1J = 1J//OA =1 là trung điểm của OA. 
(9)¬(0'0A)=OA 

Tương tự: K, L lần lượt là trung điểm của AB, OB.Để ý rằng: IJ, KL // 


1J//OA 
OA=lJ//KL; 1U = KL,=^. Ngoài ra IL/O'B =IJ11L 
OALO'B 


Như vậy: tứ giác [IKL là hình vuông. 

RỲ _R? 
Diện tích hình vuông này sẽ là: § = IJ.IL = () s“ 
. Theo để bài, tam giác SAB là tam giác đều có cạnh bằng/.  § 
Do đó: bán kính đáy hình nón: R.=OA = s_ =5 
Diện tích toàn phần hình nón: 

t 2 2 
By =8,„ +, = nR + nR? =— „1È _ 3n A B 
2 4 4 

- Giả sử AABC vuông tại A. Kẻ đường cao AH của tam giác. Ta có: 
* Thê tích hình nón sinh ra khi A ABC quay quanh trục AC: 


V =s xAB°.AC, 
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Thé tích hình nón sinh ra khi A ABC quay quanh trục AB: V, = 2 nACC.AB, 

Thé tích hình sinh ra khiA ABC quay quanh trục BC gồm thẻ tích hai 

hình nón có bán kính dáy băng AII; chiêu cao là BH, CH: 
V=-nAH”.BH+ qxAH“CH = 2TAH*.B€. 


bó 9 9 _ 9 
VỀ mAH'BC? 


_É”AH°AH°.BC? x'AH?AR?AC? 


Như vậy: 
1 ] 9 9 

E + lô em 1 + , Đ] 

VỀ V z#.AB.AC? rmAC AB” 


h 


X= Ợ 1 ä 1 Ì 9 
mABACLAB' AC?j} m/AH?.AB”.AC” 


(Do các hệ thức trong tam giác vuông: AH.BC = AB.AC;- D— = = + : ¬ì 
AH' AB. AC 
Vậy: sẽ me + “ 
ĐI W ẲV hị 
7. Xét AMAB nội tiếp đường tròn đường kính 
AB với AB là đường kính đáy hình nón. Gọi 
[ là trung điểm dây cung MA. AIAO vuông 
tại [ =OA > OI. 
Lấy điểm J trên đoạn OA đề OI = OI. 
Ta có: AOIS= AOJS N 
=» OSI = ÓSJ = OSI < OSA ¬—_= B 


=> MSA = BSA (các tam giác SAB, SAM cân tại S) M 


Như vậy: góc lớn nhất tạo bởi hai đường sinh hình nón là ASB trong đó 
AB là đường kính của đáy. 


8. Gọi I là trung điểm của AB và OH là đường cao AOSI. 5 
ABLOI 
ABLI(SOI 
là c? (SOI) = AB LOH 
OHLAB 
“nh =OH 1 (SAB). 
Do đó: OH - R⁄3 A 
l 1 ï 1 : 
* AOSI vuông tại]: ———=——-+— B 
VU0NE SI" SH" 08 0P 
IV ,É lý ấy 
Ol OH? OSẼ 3R? 3R R° ch 
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IA=—— 


4 2 


2 2 « 
* [AO vuông tại O: TA? = AO? ~Of =R? ~TT = -Ila-®Š 


Như vậy: AB= R3. 


9. Gọi R, h lần lượt là bán kính đáy, chiều cao hình nón, a là cạnh đáy hình 


10. 


chóp tam giác đều ABC. Đường cao hình chóp đều cũng bằng h. 
* Trong tam giác vuông HAB: 


AH=ŠAO=S;AB=9BH 


2 
Do đó: a ri nGG =3R? 
Theo đề bài: thẻ tích hình chóp là V nên 
1 av3 a°h/3 
oac.8O =e TC h=—— s 
Suy ra: thể tích hình nón là: 
1 1a? x 12V 4nV 

V.=—nR?h=— tạ he đvtt 

h”=aK ST] F1 ”- FT: luà ) 


a. Ta có, góc của 2 đến sinh hình nón lớn nhất khi mặt phẳng chức 2 


v«._s 
3 


đường sinh đi qua trục © 2R =l;h -l, ¬àni 


AABC đều ngoại tiếp hình tròn đáy it nón nên các tiếp điểm M, N P 
lần lượt là trung điểm AB, BC, CA. 
AMOA vuông tại M, MO = R, OA = 2MO = 2R nên 


AM =44R?—R° =RV3 = AB=2RV3. 
Do đó: thể tích hình chóp: V = 18, .„...SO = - =_= A8.RV8 =3R°. 


3` (ABC): 
Diện tích toàn sp hình chóp: 
S„ =8, +, =2 3ABSM+ sẽ =Š.9RV8.2R+ #SEnE Ý3 _ apz J5 
Nếu mp (P) cắt Bê, SB, SC lần lượt - A',B',C' thì: H B'C'~AAIC 
theo tỉ số đồng dạng: k= Nà = mm 
VỆ sO' 

Do đó: —Ê^®©) _  ame) ĐỘ _ L2 kẽ 

xoan So SỐ 


(SABC) (ABC) 


1 Í 
Như vậy: —=kÌẺ©k=j§l— 


Gọi r là bán kính hình tròn cần tìm, ta có: 


r 1 1 
—=k=j‡— =R‡|— 
_ Nhan: bạn l 
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Diện tích hình tròn phải tìm: S = mr” = "| SH - uc, (đvdt\) 


„ Gọi (Q) là mặt phăng chứa đáy hình nón và (SOA) là mặt phăng chứa 


đường cao và một đường sinh: O` là trung điểm SO. 
(P)⁄(9) 
(SOA)¬(Q)=OA_ =0A/0A' 


(SOA)5(P)=O'A' ẫ 
=>(*A'" là đường trung bình của A SOA. 
Mặt phăng (P) chia hình nón lớn thành 2 phần: 
~ Một là hình nón nhỏ đỉnh S đáy là hình 
._ĐA _R AC 4 
tròn có bán kính O'A"'= “Hi chiều 


~ Một là hình chóp cụt có các bán kính đáy là R và Ỹ : chiều cao s- 


Do đó: thể tích hình nón nhỏ: 


é‡ 
V, =55O'A* 8O! ,h_xR” TT (dư) 
3 38 t2 2 
Thể tích hình nón cụt: 
2 
V, Ă=... +O'A?+OA.O' A)=ẽ x5 HỆ ` THẾ bo c (đu) 


. Gọi AA', BB' là 2 đường sinh của hình nón cụt chứa trong m 


Tứ giá ABB'A' là hình thang cân có hai đường chéo cắt nhau và vuông 
góc tại I. Đặt AB = 2x. 
ATAB vuông cân tại I nên: 


OI=“Ẻ =x;AI=xv8 


AIA"B' vuông cân tại [ nên: 


o1=Ã'8.„5,ai- l3 
2 
TH 
Theo đề bài: xi chox=—: ;AIAA'" vuông tại l: 
2 
AA* -Ar +ia»-| 2B] (*#]-5 10h 
_ hư10 


13. 


14. 


Do đó: thẻ tích hình nón cụt: 
V= " „ (đV 1U. 


(OA?+O'A*+OAOrA') =5 n| “RẺ „ E. „ 28, |- m 
3) 9099 


Diện tích xung quanh hình chóp cụt: 

„„ =x(OA +O'A')AA'= ' +3} BI. Z XU 
Gọi x là bán kính đường tròn cần tìm. Xét hình nón đỉnh § sinh ra hình 
nón cụt. Lí luận như ở bài toán trên, ta có thể suy ra như sau: 

Nếu gọi V là thể tích hình nón đáy tâm O, Vị là thể tích hình nón đáy 
tâm O", V; là thẻ tích hình nón đáy tâm O'" 


(đvdt) 


S 
¬"... 
Wflu Le ————=, 
8 3 
L a xOA?.8O R 
VỆ. .o 
T tự:>¿=—_-. 
ƯƠnE L Vụ R° 
= _—yỶ 3 _ v3 
3 ha. ann.: 
V-V, R°-x? R2 _— xẻ 
“an xaai 
` 3đ _ 
Theo đề bài: V~V, =2(V~V,) Š_— 
R 
$2 +rỶ 
TẤN: Kec Tê 


a. Để ý rằng A nhìn đường kính SS' 
của mặt câu nên A ASS" vuông tại A. 
Ngoài ra: SS° L (P) >§S' L AH. 
Trong AASS": HS=^., HS'= _ 


Và SA? =SH.SS'= " 2R= = =BSA= võ 


AABC đều nội tiếp đường tròn đường kính — thì nếu Nến là đường 


cao, ta có: 
L 2 2 2 
AK? =AH?~HK?= AH2_ÂH ,8R__2R__6R_ 
4 9 9 9 
Do đó: AK = EÝŠ — An - 2V, A B 
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Như vậy: có thê thấy được: SA = SB = 5C = AB = BC =CA 


_ 9RV8 
8 


Suy ra: tứ điện SABC đều.Thể tích tứ diện này: 


V=8,,„.SH ; v3 4R _8R' quá 
!-HÀ uy Bị g 4 3 37 
9 ớ 2 ụ 
b. Cũng trong AASS: 8'A? =8! TT in —E'A- 2B, 
Do đó: diện tích xung quanh hình nón định S` 
on./Ð' 9Ð. J 
S,. =mAH'!A =.`-..— 2A Sn d0 
Trong tam giác S`AB với: sA-sụ- Thổ, AB= nh thì 
Ap? - 24R” _12RP , 12R” _s. 2z eịp 


99 9 
AS'AB vuông cân tại S`. 

Hoàn toản tương tự: AS'BC, AS`CA vuông cân tại S. Suy ra: các đường 
sinh S`A, S'B, S`C của hình nón dinh S° đôi một vuông góc nhau. 

15.a. Mặt cầu (S) chứa đường tròn (C) nên tâm I của (S) nằm trên đường 
thăng Ot vuông góc với (P). 
Jot+Œ) 
|d+(P) 
Ngoài ra: FT =lA= I nằm trên trung trực đoạn AI. 
Vậy: trong mặt phăng (SBT), I là giao 
điểm của các đường trung trực của AB 
và AT. Nói cách khác: I là trung tâm 
đường tròn ngoại tiếp ABAT. 

b._KéIH vuông góc d tại điểm H. 

Đặt OI = x. Trong AOAI vuông tại O: AI? = AO? +O] =x? + R? 
Trong hình thang vuông IOST và tam giác vuông HIT: 

LT? =IH? + HT? =OS? + HT? =4R? +(2R -x)” = x? - 4Rx + 8R? 
Nhưng IA, IT đều là bán kính mặt cầu (S) nên: 


TA =TT e5 xỶ +RP = x? — 4Rx + BRP co 4Rx =7RP c>x = “5, Vậy 0<, 


=d//Ot,Ot c (BST) 


LÀ Í 
Theo trên: AI? = x? + R? = _ +R= = =AlI= ]m= 
+ ` 3 
Thể tích hành cầu (S) là: V =ÊxÁP =^x R65 ÌÌ _ 65xR`ý95 (đvt) 
3 SỈ 4 48. 
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16. Thẻ tích chai bằng tổng các thể 
tích của khối nước hình trụ ở 
hình a và phần chia không chứa 
nước ở hình b. 

V =r.ð?.10 + x.B?.8 
=25z(10 +8) 
=450m (em°) 
=141 3(cm° }- 
17.Thẻ tích của các khối chì, sắt nhôm theo thứ tự bằng: 
__2 3\.ự __2 3\.ự __2 3 
V, “1ia(dm )›V, =a(ảm )›V =zx(dm ) 
Chiều cao của các khối chì, sắt, nhôm theo thứ tự bằng: 
2 
l.====—— 
' 11,8...0,5? 
2 
h,=———— 
?7.8.m.0,B° 
hạ = TH =0,94dm =9,4cm. 
2,7.m.0,5 

18.Gọi ¿là chiều dài của bằng giấy, chiều dài đó bằng tổng độ dài của 60 

đường tròn có bán kính rị, rạ,...,rọo, trong đó r, = lem;rạ; = 3cm. 


=0,28dm = 2,3cm. 


=0,33dm = 3,3cm. 


Ta có: £=2(T, +, + Tạ +... + Tạo ) 

Gọi d là độ dày của tờ giấy thì ty, =fñ +d, r =f, +d,...,Tọ =r;s +d.S 
Do đó rị + tạo =T, + Tạ = Ty + T;ạ =... = Tạo + rạ, =4cm 

Vậy £=2z.30.4= 240m(cm) ~7,Bm. 

19. Hãy chứng minh rằng trong các hình chữ nhật nội tiếp của đường tròn 
cho trước, hình vuông có diện tích lớn nhất. Từ đó nếu đáy của khúc gỗ 
là một hình .vuông có đường chéo bằng d thì khúc gỗ có thê tích lớn nhất. 

20. Giả thiết rằng lọ thủy tính làm 
“bằng bìa”, ta trải mặt xung 
quanh của lọ thành một hình chữ 
nhật có chiều dài bằng độ dài của 
đường tròn miệng lọ (48cm). Gọi 
AM, BN là các đường vuông 
góc kẻ từ A, B đến miệng lọ thì 


a8 


Chú kiên muốn tới B ở phía trong lọ phải vượt qua miệng lọ, tức là phải 
di từ A tới MN, rồi tới B. Như vậy, chú phải "giải” bìa toán: “tìm điểm C 
trên MN sao cho AC + CB ngắn nhát. 


Lễ dàng tính được AC + CB = AC +CB' = AB' = 25cm. 
21. Gọi S là diện tích toàn phần, r là bán kính của đáy, h là đường cao của 
hình trụ. Ta có: S=2mrh + 2mr” = 2n(rh SE r) 


5 


S nhỏ nhất khi và chỉ khi rh + r”nhỏ nhất. 
Gọi V là thê tích của hình trụ (V là hằng số), 
ta có V =xrˆh nên 
rh+r? Ba m.esc =vÉt 

TƯ 2nr 2nr 
Theo bất đăng thức Côsi, ba số M—% 


cản ác, ;r”có tích không đổi (bằng x 
2nr '2mr 


nên tổng của chúng nhỏ nhất khi và ch Khi 
ba số ây băng nhau, tức là: 

Si nhỂ ~.) . ©h=2r. 

2mr 2 


22.Thẻ tích hình nón khi quay tam giác quanh OB:_ C 


qnOC?.OB =800m (1) 
“Thể tích hình nón khi quay tam giác quanh OC: 
a"OBỶ.OC =1920m (2). 


OC_ 5 
ho (2) đ —.=.= 
Lấy (1) chia cho (2) được BE "Tế 


"Thay 0B. 1ˆ OC vào (1) được qn0C”. -0C= 8001. 
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23. 


24. 
25. 


26. 


27 


Suy ra OC? = 1000 nên OC =10. 


12 
ó OB=——.10=24. l 
Do đó O 5 ái 
 : 
Đáp sô : — 
cung 


Đáp số 72mV/3(cm)). 


Gọi SA, SB là hai đường sinh vuông góc. Do SA, SB chia mặt xung 
quanh của hình nón thành hai phần có tỉ số diện tích là 1: 2 nêr A, B, 
chia đường tròn (O) thành hai phản có tỉ số độ dài là 1:2 


Do đó AB =120°. Đặt OA = OB =r. 
Xét A AOB, ta có AB =2rsin 60° = r3 
Xét ASAB vuông cân, ta có AB =SA./2. 


Từ đó SA” = an 


2 
ASOA vuông nên h? =SA? -r? =s suy ra r? =9h”. 
`. 2; suø 
Từ đó V = Š nh? (đvt 


Giả sử  > Ê. Nếu Ô = 900 thì hình tạo thành là hình nón có bán kính đáy 
bằng h, chiều cao bằng a.(h.a) 
Nếu B < 90° thì thẻ tích hình tạo thành là tổng thẻ tích hai hình nór(h. b). 


Nếu  > 90° thì thẻ tích hình tạo thành là hiệu thẻ tích hai hình nón. 


. Đáp số: 100x(cm?). 
28. 


Gọi r là bán kính của đường tròn đáy của hình nón, h là chiều cao của 
hình nón. 


Ta có V= anh? nên V lớn nhất khi và chỉ khi r°h lớn nhất. 


Do h? =R? —r? nên ta biến đổi: 
V lớn nhất © r*h? lớn nhất 
©r*(R” - r”) lớn nhất 


„gŸ 2r?) lớn nhất. 


Theo bất đăng thức Côsi, ba số dương r”,r?,2R” - 2r” có tổng không dỗi 
(bằng 2R?) nên tích của chúng lớn nhất khi và chỉ khi ba số đó bằng 
nhau. tức là: 


r? =9R” — 9r° © 3r” =92R” =ử „v3 ,xỀ 
R 3 1+, 3 
Độ dài cũng lớn AB bằng 2m. 
Độ dài đường tròn (O: R) bằng 2nR. 
Số do của cung lớn AB bằng: 200” = SẼ s60" =294° 
2n ẹ 


29. Ciọi r là bán kính của mỗi quả bỉ-a. 
Cạnh của tam giác đều ABC bằng 858 : 3 = 286 (mm). 
Xét AOBH vuông tại H, ta có : BH =OH tan 60° = r3 
Ta có: 
BC = BH + HK + KC =rv3 +Rr+rV3 =9(4 + V3)r. 
Do đó: r= m.®ˆ _.. 43) =11(4- v8) ~25(mm) 
Bán kính của mỗi quả bi-a bằng 25mm. 


30. Gọi r là bán kính của đường tròn được tạo thành 
bơi quả bóng và mặt hô, ta tính được r = 12 cm. 


Đáp số: 24x(cm). 
31.Gọi R là bán kính của quả bóng. Trên hình bên, tia sáng tiếp xúc với 
đường tròn (O) tại E. A là giao điêm của BO và CE. 


Ta tính được: AB =0,5m; AC = = m. VẠ- 
OA OE 
AAEO ~ AABC —— : 
(68) nên C=nG 


Từ đó tính được R = V5 -9(m) 
32.a, b) Câu trả lời B là đúng. 


33.a) Chứng minh rằng bốn đường chéo của hình hộp chữ nhật cắt nhau tại 
trung `. của mỗi đường chéo. 


S3 r(cm)). 


b. Đáp sẽ, Ể 
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6. Bài tập tổng hợp 


„ Cho đường tròn (O) và một điểm A ở ngoài đường tròn. Các tiếp tuyến 
với đường tròn (O) kẻ từ A tiếp xúc với đường tròn (O) lại B và €. Gọi 
M là điểm tuỳ ý trên đường tròn (M khác B, C). Từ M kẻ MHL BC. 
MK 1 CA, MI L AB. Chứng minh : 

1. Tứ giác ABOC nội tiếp. 
2. BAO =BCO. 

3. AMIH~AMHK. 

4. MILMK = MH”. 

. Cho tam giác ABC nội tiếp (O). Gọi H là trực tâm của tam giác ABC: E 
là điểm đối xứng của H qua BC; F là điểm đối xứng của H que trung 
điểm I của BC. 

1. Chứng minh tứ giác BHCF là hình bình hành. 

2. E, F nằm trên đường tròn (O). 

3. Chứng minh tứ giác BCFE là hình thang cân. 

4. Gọi G là giao điểm của AI và OH. Chứng minh G là trọng tâm cia tam 
giác ABC. 

.- BC là một dây cung của đường tròn (O; R) (BC = 2R). Điểm A di động 
trên cung lớn BC sao cho O luôn năm trong tam giác ABC. Các đường 
cao AD, BE. CF của tam giác ABC đông quy tại H. 

1. Chứng minh tam giác AEF đồng dạng với tam giác ABC. 

2. Gọi A' là trung điểm của BC. Chứng minh AH = 2OA'. 

3. Gọi Ai là trung điểm của EF. Chứng minh R.AA¡ = AA'. OA'. 

4. chứng minh R(EF + FD + DE) = 2Sagc suy ra vị trí của A để tổng 
EF + FD + DE đạt giá trị lớn nhật. 

. Cho tam giác ABC nội tiếp (O; R), tia phân giác của góc BAC cắt/O) tại 

M. Vẽ đường cao AH và bán kính AO. 

1. Chứng minh AM là phân giác của góc OAH. 

2. Giả sử Ô > Ê, chứng minh ØAH = ồ-Ê 

3. Cho BAC =60° và OAH = 209. Tính: 

a. B vàC của tam giác ABC. 

b. Diện tích hình viên phân giới hạn bởi dây BC và cung nhỏ BC tteo R. 

. Cho tam giác ABC, trực tâm H. Kẻ các đường thăng AA', BB', CC' sao 
cho các tia phân giác của các góc A'AH, B.BH, C'CH song Sotg với 
nhau. Chứng minh răng các đường thăng AA', BB', CC' gặp nhau tại một 
điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
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6. Cho tam giác có độ đài các cạnh bằng a, b. c thỏa mãn điều kiện 
a” chỉ <e?, Gọi p. r. h¿ lần lượt là nửa chu vi. độ dài bán kính đường 
tròn nội tiếp, độ dài đường cao thuộc cạnh c của tam giác. Chứng minh 


rãng — ¬- 
h, 


#rị bề 


7. Cho tạm giác ABC nội tiếp đường tròn. Gọi M là điểm di động trên cung 
BC không chứa điểm A. Xác định vị trí của điểm M sao cho: 
2008 MB + 2009 MC 
đạt giá trị lớn nhất. 
8. Cho nữa đường tròn tâm O, dường kính AB = 2R, bán kính OC vuông góc 
với AB, M là một điểm trên cung BC, AM cắt OC ởN. 
I. Chứng mình rằng tứ giác OBMN nội tiếp được. Suy ra rằng: AM.MN 
không phụ thuộc vị trí của điểm M trên cung BC. 
2. Tính góc MAB đẻ cho AMNB cân tại M. 
3. Trong trường hợp MN = MB. tính theo R các đoạn ON, CN và thẻ tích 
cua hình nón gây ra bởi AANC khi tam giác này quay quanh OA. 
Cho biết tan 22°30'= J2 ~1. 
9. Cho :am giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Kẻ các tiếp tuyên BD và 
CT: với đường tròn (A) tâm A, bán kính AH. 
1. Chứng minh DE là một đường kính của đường tròn (A). 
2. Chứng minh rằng: BD.CE -—— 


3. Cho BC = 2a và ABC = 609, tính theo a các đoạn AB, AC, AH, BH và 
CH. 

4. Với giả thiết ơ câu (3), tính thẻ tích của hình gây ra bởi hình thang 
RCED quay quanh CE. 

10. Cho nửa đường tròn (O) đường kính AB = 2R, Ax và By là các tiếp 
tuyến của nửa đường tròn (Ó) tại A và B. Trên Ax lấy một điểm M. Kẻ 
tiếp yến MP với (O), gặp By tại N. 

1. Chứng minh rằng MON và APB là hai tam giác đồng dạng. 
2. Ciứng minh hệ thức: AM.BN = RẺ. 


3. Co BN= s: tính tỉ số diện tích của hai tam giác MNO và APB. 


4. Với giả thiết của câu (3), tính thẻ tích của hình sinh ra bởi phần hình 
thang AMNB nằm ngoài (O) khi ta cho hình vẽ quay quanh AB. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Cho tam giác ABC nội tiếp đều đường tròn tâm Ô bán kín R. Kẻ 
đường kính ED song song với BC, E năm trên cung AB. cắt AB và AC 
theo thứ tự tại M và N. 

. Tính theo R độ dài đoạn thắng MN và diện tích tam giác AON. 

2. Tính diện tích hình viên phân ADC. 

3. Đường kính ED chia hình viên phân ADC ra làm hai phân. Tỉnh tỉ số 
diện tích của phần lớn đối với phần nhỏ. Tỉ số này nằm giữa hai số 
nguyên nào? 

4. Tính thể tích của hình gây ra bởi “tam giác cong” AND khi cao hình 
vẽ quay quanh ED. 

Cho nửa đường tròn tâm O, đường kính AB = 2R. Kẻ hai bán kính OC 

và OD sao cho AOC =60° và BOD = 301. 

1. Tính độ dài của dây CD. 

2. Các tiếp tuyến của nửa đường tròn (O) tại C và D cắt nhau ở M. Tính 
diện tích S của phần tứ giác OCMD nằm ngoài nửa đường tròn (O). 

3. Cho hình vẽ quay quanh AB. Tính thể tích V của hình gây ra bởi AOCD. 

Cho nửa đường tròn tâm O đường kính AB = 2R. Trên tia đối của tia 

AB, lấy đoạn BP = R. Kẻ tiếp tuyến PM với nửa đường tròn (O) tại M. 

Hạ MH vuông góc với OP. 

1. Tính PM, OH, MH theo R. 

2. Tính diện tích S phần tam giác OMP nằm ngoài nửa đường trò (O). 

3. Cho hình vẽ quay quanh OP. 

a. Tính thê tích V của hình gây ra bởi tam giác OMP. 

b. Tính thể tích V' của hình gây ra bởi phần tam giác OMP nằm ngoài 

nửa đường tròn (O). 

Cho đường tròn (O). đường kính AB = 2R. Vẽ dây cung CD 1 4B ở H. 

Gọi M là điểm chính giữa của cung CB, I là giao điểm của CB vàOM, K 

là giao điểm của AM và CB. Chứng minh 


_— 


2. AM là tia phân giác của CMD. 

3. Tứ giác OHCI nội tiếp. 

4. Chứng minh đường vuông góc kẻ từ M đến AC cũng là tiếp tuyến của 
đường tròn tại M. 

Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp (O; R). Biết BAC = 6)°. 

1. Tính số đo góc BOC và độ dài BC theo R. 

2. Vẽ đường kính CD của (O; R); gọi H là giao điểm của ba đường cao 
của tam giác ABC. Chứng minh BD // AH và AD /BH. 

3. Tính AH theo R. 


T1A 


16. Cho tam giác ABC nội tiếp (O: R). tia phân giác của góc BAC cắt BC 

tại ] cất đường tròn tại M. 

I Chứng minh OM + BC. 

2 Chứng minh MC” = MLMA. 

3 Ke đường kính MN, các tỉa phân giác của góc B và C cắt đường thăng 
AN tại P và Q. Chứng minh bốn điểm P. C. B, Q cùng thuộc mội 
dường tròn 

17. Cho tạm giác ABC cân (AB = AC). BC = 6 em. chiều cao AH = 4 cm. 
nội tiếp đường tròn (O) đường kính AA'. 

1. Tính bán kính của đường tròn (O). 

Kẻ đường kính CC", tứ giác CAC'A' là hình gì? Tại sao? 

. Ke AKLCC' tứ giác AKHC là hình gì? Tại sao? 

_ Tinh diện tích phần hình tròn (O) nằm ngoài tam giác ABC. 

18.C tho tam giác đều ABC, O là trung điểm của BC. Trên các cạnh AB. AC 
lần lượt lấy các điểm D, E sao cho DOE =60°. 

1. Chứng minh tích BD. CE không đồi. 

2. Chứng minh hai tam giác BOD; OED đồng dạng. Từ đó suy ra tia DO 
là tia phân giac của góc BDE. 

3. Vẽ đường tròn tâm Ô tiếp xúc với AB. Chứng minh rằng đường tròn 
luôn tiếp xúc với DE. 

19. Cho hình thang cân ABCD (AB // CD), có AB = 2a, CD = 4a, ễ =60°. 

1. Tính độ dài các cạnh bên, chiều cao AH và diện tích hình thang. 

2. Tính độ dài các đường chéo AC và BD. 

3. Cho hình vẽ quay quanh CD. Tính diện tích xung quanh và thể tích 
của hình gây ra bởi tam giác OCD, O là giao điểm của AC và BD. 

20. Cho đường tròn (O; R) và hai đường kính vuông góc AB. CD. Trên bá: 


kinh AO, lấy đoạn AE = 2” đường thẳng CE cắt (O) ở M. 


1. Tính CE theo R. 

2. Chứng minh rằng hai tam giác MCD và OCE đồng dạng. Tính cá: 
cạnh và đường cao MH của tam giác MCD. 

3. Chứng tỏ tứ giác MEOD nội tiệp được. Xác định tâm và bán kíni 
đường tròn ngoại tiếp tứ giác MEOD. Tính diện tích tứ giác MEOD. 

4. Tính thẻ tích của hình gây ra khi tam giác ECD quay quanh CD. 

. Cho tam giác ABC cân tại A. Có cạnh đáy nhỏ hơn cạnh bên, nội tiếp 
đường tròn (O). Tiếp tuyến tại B và C lần lượt cắt AC, AB tại D và E. 
Chứng minh: 

1. BD° = AD.CD. 
^. Tứ giác BCDE nội tiếp. 
3. BC song song với DE. 


_- 


+ 


2 


_ 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


`: 


Cho đường tròn (O) đường kính AB. điểm M thuộc đường tròn . Yẽ điểm 

N đối xứng với A qua M. BN cắt (O) lại C. Gọi E là giao điểm sủa AC 

và BM. : 

1. Chứng minh tứ giác MNCE nội tiệp . 

2. Chứng minh NE.L AB. 

3. Gọi F là điểm đối xứng với E qua M. Chứng minh FA là tiếp tuyến 
của (O). 

4. Chứng minh FN là tiếp tuyến của đường tròn (B; BA). 

AB và AC là hai tiếp tuyến của đường tròn tâm O bán kính R 1B, € là 

tiếp điểm ). Vẽ CH vuông góc AB tại H. cắt (O) tại E và cắt OA tai D. 

1. Chứng minh CO = CD. 

2. Chứng minh tứ giác OBCD là hình thoi. 

3. Gọi M là trung điểm của CE. BM cắt OH tại I. Chứng minh Ï là trung 
điểm của OH. 

4. Tiếp tuyến tại E với (O) cắt AC tại K. Chứng minh ba điểm 0, M, K 
thẳng hàng. 

Cho tam giác cân ABC ( AB = AC) nội tiếp đường tròn (O). Gọi D là 
trung điểm của AC; tiếp tuyến của đường tròn (O) tại A cắt tia BD tại E. 
Tia CE cắt (O) tại E. 

1. Chứng minh BC // AE. 

2. Chứng minh ABCE là hình bình hành. 

3. Gọi I là trung điểm của CF và G là giao điểm của BC và OI. So sánh 
BAC và BGÔ. 

Cho đường tròn tâm O đường kính AB = 2R và dây CD vuông góc với 

AB tại I. 

1. Tính tổng IA? + IB? + IC? + ID?. Có nhận xét gì? 

2. CMR trung tuyến IM của tam giác IAD vuông góc với BC. 


3. Cho OI =5 Tính: 


a. Chu vi tứ giác ACBD. 

b. Diện tích xung quanh và thể tích của hình gây ra do tam giic ABC 

quay quanh AB. 

Cho tam giác ABC vuông tại C, đường cao CH. Kẻ HM và HN heo thứ 

tự vuông góc với AC và BC. 

1. Cho HA = a, HB = b, tính CH, MN, AC và BC theo a và b. 

2. Chứng minh các tam giác: ABC, AHM, HBN, NMC đồng dạng. Lập tỉ 
số diện tích của 3 tam giác sau đối với diện tích A ABC. 

3. Chứng tỏ diện tích NMC là trung bình nhân giữa diện tích của các tam 
giác AHM và HBN. 

4. Cho hìr hình vẽ quay quanh AB, tính thẻ tích V của hình gây ra bởi 4 HMN 


37. 


28. 


29. 


30. 


31. 


ắ 
P. 


Cho đoạn thăng AB = a. Vẽ hai bên của AB. dựng tam giác đều ABC vả 

tam giác cân BAD (BA = BD) có ABD =301. 

1. Tính diện tích tứ giác ACBD theo a. 

2. Từ D, kẻ đường song song với AB gặp CB kéo dài tại E. 

Eính BE. CE và diện tích A ACE theo a. 

3. Tzm giác ACE và tứ giác ACBD tương đương nhau. Có thê thấy được 
điều đó mà không cần phải tính diện tích của chúng hay không? 

4. CEo hình vẽ quay quanh AB. Tính thể tích V của hình gây ra bởi A ABD. 

Trorp đường tròn tâm O bán kính R nội tiếp tam giác vuông ABC sao 

ĐH” \XB= 2R và AC = R. 

- Tỉnh các góc A và B của AABC. 

h T:ên tỉa đối của tia AB. lấy đoạn AD = R. Chứng minh rằng DC tiếp 
xic với đường tròn (O) tại C. Chứng tỏ OC vuông góc với đường 
phân giác AM của góc BAC. 

3. Cho hình vẽ quay quanh AB. Tính thể tích V của hình gây ra bởi tam 
gác BỌC. 

Cho tam giác đều ABC cạnh a. Nửa đường tròn (O) đường kính BC cắt 

AB ai P và AC tại Q. 

I. Tư giá BPQC là hình gì? 

2. T:nh theo a, chu vi và diện tích của tứ giác BPQC. 

3. Gại V và V' là thể tích theo thứ tự của các hình gây ra bởi tứ giác BPQC 


vì nửa hình tròn khi cho hình vẽ quay quanh BC. Tính tỉ số _ Ề 


Cho đường tròn (O). đường kính AB = 2R. Trên tia đối của tia BA, lấy 
đoạr BC = 2R. Kẻ tiếp tuyến CD với đường tròn (O) và dây DE vuông 
góc với AC tại H. 
: T.nh DH, CD, CH. OH theo R. 

. a. Chứng tỏ CA.CB = CH.CO. 
b Hệ thức này có còn đúng hay không trong trường hợp tổng quát: C là 
điểm tùy ý nằm trên tia đối của tia BA?Chứng minh điều khăng định đó. 
3. Cho hình vẽ quay quanh AC. Tính: 
a. Diện tích xung quanh của hình gây ra bởi ACDH 
b. Tể tích của hình gây ra bởi ACDO. 
Chc nửa đường tròn (O) tâm O đường kính AB = 2R. Dựng các nửa 
đường (O'), và (O”) năm trong nửa đường tròn (O), đường kính AO và 
OlB. Gọi I là tâm đường tròn tiếp xúc với cả ba nửa đường tròn đã cho. 
1. Chứng tỏ OI vuông góc với AB. 


2„ Tình bán kính r của (I) theo R. 


đit 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 
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3. Tính diện tích S của phần mặt phẳng ( #) gồm nửa đường tròn (O), các 
nửa đường tròn (O'), (O”) và đường tròn (]). 

4. Cho hình vẽ quay quanh AB. Tính thể tích V của hình gây rz bởi mặt 
phăng (E) đã nói ở câu (3). 

Cho đường tròn (O; R) và hai đường kính vuông góc AB, CD, tếp tuyến 
tại điểm M nằm trên cung / AC, gặp tỉ tia DC ại E. 


1. Chứng minh rằng: MEO =2.MBA. 


2. Giả sử MBA = 15". 

a. Tính ME, MH, HD với H là hình chiếu của M xuống CD, thec R. 

b. Cho hình vẽ quay quanh ED. Tính diện tích bề mặt và thẻ tích của 
hình gây ra bởi tứ giác EMAD. 

Cho đường tròn, tâm O bán kính R và một dây AB bất kỳ. Kéo dài AB 
một đoạn BC = R; CO cắt đường tròn ở E và D, E nằm giữa C v¿ O. 

1. Chứng minh rằng: AOD = 3ACD. 

2. Trong trường hợp đặc biệt ta lấy AB = R. Tính góc AOD. Phần đảo 
đúng hay không? Hãy chứng minh điều khẳng định đó. 

3. Với giả thiết AB = R. Cho hình vẽ quay quanh CD. Tính thẻ tích V 
của hình gây ra bởi AOAB. 

Cho hình thang ABCD, đường cao AH, đáy nhỏ AB = AH = a, 
 =45°, =60°. Tính theo a: 

1. Các cạnh bên và diện tích của hình thang. 

2. Vẻ đường tròn đường kính AD. Tính diện tích Sạ của phần chung của 
hình tròn đường kính AD và hình thang. 

3. Thể tích V của hình sinh ra bởi ADH khi cho hình vẽ quay quanh AD. 
Cho tam giác ABC vuông ở A (AB > AC) nội tiếp đường tròn (0). Trung 
tuyến AM gặp (O) ở N; phân giác trong AD của góc BAC gặp (O) ở P; 
đường cao AH gặp (O) ở S. Nối MP. 

1. Chứng minh rằng MP và AH song song. 

2. So sánh các góc MAP, MPA và PAS. 

3. Suy ra rằng AD cũng là phân giác của góc hợp bởi đường ca› AH và 
trung tuyến AM. 

4. Cho BC = 2a, AB =30°. Tính thẻ tích của hình gây ra bởi AABH 
khi cho hình vẽ quay quanh BC. 

Cho tam giác ABC cân tại A, AB = 16, BC = 24, đường cao AE. Dường 
tròn tâm O nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với AC tại F. 

a. Chứng minh răng OECF là tứ giác nội tiếp và BF là tiếp tuyến của 
đường tròn ngoại tiêp tứ giác đó. 

b. Gọi M là giao điểm của BF với đường tròn (O). Chứng mnh rằng 
PM là tứ giác nội tiếp. 


37. 


39. 


4 


ÁI. 


_ 


42. 


— 


Cho đường tròn (O') tiếp xúc trong với đường tròn (O) tại A. các dây 
BC, BD của đường tròn (O) tiền xúc với đường tròn (O') theo thứ tự tại 
E T. Gọi I là giao điểm của EF với tỉa phân giác của góc CAD. Chứng 
minh rằng: 


a.DAF- _ DCB. 


bDAF = TAE. 
c [ là tâm cua đường tròn nội tiệp tam giác BCD. 


„ Cho tam giác nhọn ABC. các đường cao AD, BE, CF. Lấy điểm M bất 


kịi thuộc DF. kẻ MN Song song với BC (N thuộc DE). Lấy điểm I trên 


đường thăng DE sao cho MAI = BAC. Chứng minh rằng: 

a. Tam giác AMN là tam giác cân 

b_AMNI là tứ giác nội tiếp 

c MA là tỉa phân giác của góc FMI. 

Cho hai đường tròn (O) và(O') cắt nhau ở A và B. Kẻ tiếp tuyến chung 
CD(C e(O)De (O)). Gọi H. K theo thứ tự là hình chiếu của C. D 


trên OO" Chứng minh răng ØAO' = HAR. 

Cho tam giác nhọn ABC, Kẻ các đường cao AD, BE, CẼ. Gọi H là trực 
tâm của tam giác. Gọi M,N, P, Q lần lượt là các hình chiếu vuông góc 
của D lên AB, BE, CF. AC. Chứng minh : 

1 Các tứ giác DMFP, DNEQ là hình chữ nhật. 

2. Các tứ giác BMND; DNHP; DPQC nội tiếp . 

3. Hai tam giác HNP và HCB đồng dạng. 

4. Bốn điểm M, N. P, O thăng hàng. 

Cho hai đường tròn (O) và (O') tiệp xúc ngoài tại A. Kẻ tiếp tuyến chung 
ngoài BC, Be(O), Ce(O). Tiếp tuyến chung trong tại A cất tiếp tuyên 
chung ngoài BC ở I. 

1. Chứng minh các tứ giác OBIA, AICO' nội tiếp. 

bà Chứng minh BAC = 900. 

3. Tính sô đo góc OIO'. 

4. Tính độ dài BC biết OA = 9cm. O A = 4cm. 

Cho hai đường tròn (O): (O') tiếp xúc ngoài tại A. BC là tiếp tuyến chung 
ngoài Be (O), Ce (O). Tiếp tuyến chung trong tại Á có tiếp tuyến 
chung ngoài BC ở M. Gọi E là giao điểm của OM và AB. F là giao điểm 
của O'M và AC. Chứng minh : 

1. Chứng minh các tứ giác OBMA, AMCO' nội tiếp . 

2. Tứ giác AEMEF là hình chữ nhật. 

3. ME.MO = MF.MƠI. 

4. OO' là tiếp tuyến của đường tròn đường kính BC. 

5. BC là tiếp tuyến của đường tròn đường kính OƠ'. 
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43. Cho hai hình vuông ABCD, AB'CTD' sao cho nếu vẽ các đường tròn 
ngoại tiếp các hình vuông thì chiều từ A lần lượt qua B, C, D và :hiều từ 
A lần lượt qua B', C', D' đều theo chiều quay của kim đồng hồ. Gọi I là 
giao điểm của BB' và DD'. Chứng r minh rằng : 

a. I thuộc đường tròn ngoại tiếp mỗi hình vuông. 
b. CC' cũng đi qua điểm I. 

44. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn tâm O. Đường vuông góc với AD 
tại A cất BC Ở E. Đường vuông góc với AB tại A cắt CD Ở F Chứng 
minh rằng ba điểm E, O, F thắng hàng. 

45. Cho tam giác ABC. Đường tròn nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với BC, 
AC, AB theo thứ tự Ở D, E, F. Biết AABC ~ ADEF, chứng mnh rằng 
tam giác ABC là tam giác đều. 

46. Cho hai đường tròn (O) và (O" ) ở ngoài nhau. Kẻ các tiếp tuyến chung 
ngoài AB và A'B', các tiếp tuyến chung trong CD và EF (A, A',C, E 
thuộc (O) ; B, B', D, F thuộc (O')). Gọi M là giao điểm của AB và EF. N 
là giao. điểm của A'B: và CD, H là giao điểm của MN và OO' Chứng 
minh răng : 

a. MN vuông góc với OO'. 

b. Năm điểm O', B, M, H, F thuộc cùng một đường tròn. 
c. Năm điểm O, A, M, E, H thuộc cùng một đường tròn. 
d. Ba điểm H, D, B thắng hàng. 

e. Ba điểm A, H, C thắng hàng. 

47. Cho đường tròn tâm O, hai điểm A và B Ở vị trí đối xứng với mau qua 
một bán kính của đường tròn. Vẽ dây CD đi qua A, dây EF đi que B. Các 
đường thắng CE,:DF cắt đường thăng AB theo thứ tự ở M, N. Chứng 
minh răng AN = BM. 

48. Cho ABCD là tứ giác nội tiếp có các cạnh đối không song song, F là 
giao điểm của AB và CD, E là giao điểm của DA và CB. Gọi H và G 
theo thứ tự là trung điểm của AC và BD. Chứng minh rằng : 

a. Tia phân giác của góc BED cũng là tia phân giác của góc HEG. 
b. Các tia phân giác của các góc BED và BFD gặp nhau tại mòt điểm 
nằm trên GH. 

49. Cho tứ giác ABCD. Vẽ bốn đường tròn, mỗi đường tròn đi qua trung 
điểm các cạnh của một trong các tam giác ABC, BCD. CDA DAB. 
Chứng minh rằng bốn đường tròn đó cùng giao nhau tại một điểm 

50. Cho tam giác ABC, đường cao AH. Kẻ ra ngoài tam giác ABC các tia 
Ax, Ay theo thứ tự tạo với AB, AC các góc nhọn bằng nhau. Gọi I là 
hình chiếu của B trên Ax, gọi K là hình chiếu của C trên Ay, M à trung 
điểm của BC. Chứng minh rằng : 

5 MI = MK. 


B` H,M. K thuộc cùng một đường tròn. 


Hướng dẫn và đáp số 
1. (11S tự giai) 
Tứ giác ABOC nội tiếp = BAO = BCO (nội tiếp cùng chắn cung BO). 
Theo giả thiệt MH vuông góc với BC I 
:> MHC =90”; MK.LCA= MKC =90" 
:+ MHC+MKC=180° mà đây là 
hai góc đôi : 
=> tứ giác MHCK nội tiệp 
:+HCM=HKM (nội tiếp cùng 
chăn cung HIM).Chứng minh tương 
tự ta có tứ giác MHBI nội tiếp 
=> MHI= MBI (nội tiếp cùng chăn 
cung, IM). ¬ = T 
Mà HCM = MBI (= 1/2 sđ BM) 
>> HKM=MHI (). 


2) — 


Chứng minh tương tự ta cũng có À 
KHM=HIM  Ó@). K 
Từ (1) và (2) = AHIM~AKHM. tổ 
. Theo trên AHIM~ AKHM > p5 = MỊ =MIMK = MH?. 
MH MK 


1. Theo giả thiết F là điểm đối xứng của H qua trung điểm I của BC—I là 
trung điêm BC và HE => BHCE là hình bình hành vì có hai đường chéo 
cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường. 

. (HD) Tứ giác AB'HC' nội tiếp 
= BAC + B'HG'=1800, mà BHC = B'H©'(đối đỉnh) š 
= BAC+ HC = 180° 
"Theo trên BHCF là hình bình hành 
= BHC =BFC 

= BFC + BAC =180° 

= Tứ giác ABFC nội tiếp 

=F thuộc (O). H và E đối xứng nhau qua BC 
=> ABHC = ABEC (c.c.c) = BHC = BEC = BEC + BAC = 1809 
=ABEC nội tiếp —> E thuộc (O). 
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3. Ta có H và E đối xứng nhau qua BC = BC.L HE (1) và IH = IE mà l là trung 
điểm của HF = EI = gHE=tam giác HEF vuông tại E hay FE.L EE (2)Từ 
(1) và (2) —=EF //BC = BEFC là hình thang. (3) 
Theo trên E e(O) = BE=CAE (nội tiếp cùng chắn cung CE) (4). 
Theo trên F e (O) và FEÀ = 900 = AF là đường kính của (O) 
= ÃCF =900 = BCF =CAE (vì cùng phụ ACB) (5). 
Từ (4) và (5) = BGF =GBE (6). 
Từ (3) và (6) => tứ giác BEFC là hình thang cân. 

4. Theo trên AF là đường kính của () =O là trung điêm của AF; EHCT' là 
hình bình hành—I là trung điêm của HF>OI là đường trung tình của 
tam giác AHF = OI =2AH, Theo giả thiết I là trung điểm của 


BC=OI L BC (Quan hệ đường kính và dây cung) = OIG =EAG (vì 
so le trong); lại có ÓGI=HGA (đối đỉnh) => AOGI =AHGA 
GI_OI GI 1 


ˆHR mà Ol=- sAH= GÀ”? mà AI là trung tuyến của tam giác 


ABC (do I là trung điểm của BC) = G là trọng tâm của tam giác ABC. 
3. 1 Tứ giác BFEC nội tiếp — ÄBF = ACB (cùng bù với BFE) 
ÄEF = ABC (cùng bù CEF)=> A AEF ~ AABC. 
2. Vẽ đường kính AK => KB//CH 
(cùng vuông góc AB); KC //BH 
(cùng vuông góc AC) 
= BHKC là hình bình hành 
= A'! là trung điểm của HK 
= OK là đường trung bình của A AHK 
= AH=20OA' 
3. Áp dụng tính chất: nếu hai tam giác đồng dạng thì tỉ số giữa hai ' trung 
tuyến, tỉ số giữa hai bán kính các "g trên ngoại tiếp bằng tỉ :ố đồng 


dạng. Ta có: AABE ~ AABC = TS AA- (1) trong đó R là bin kính 


đường tròn ngoại tiếp AABC; R' là bán kính đường tròr ngoại 
tiếp A AEF; AA' là trung tuyến của AABC; AA; là trung tuyến của 
AAEFF. 


@ 


Từ (1) :>R.AA,=AA'.R'= 'Ó,——=AA'—— 


Vậy R.AA, =AA'.A'O. (2) 

4. Gọi `, CẺ lần lượt là trung điểm của AC, AB, ta có OB'LAC; OC”1AB 
(bán kính đi qua trung điểm của một dây không qua tâm) 
=» OA'.OB',OC 'lần lượt là các đường cao của các tam giác OBC, OCA, 
OAB. 


_X. Am. = (OA“BC + 0B'.AC + OC'.AB) 


AbŒ€C —*/OBRC 
98, = OA '.BC +OB'.AC1+ OC'.AB(3). 
Theo (2) OA'= R. mà _ là tỉ số giữa 2 trung tuyến của hai tam 
giác đồng dạng AEF và ABC nên Tan” = Be: 
Tương tự ta có: OB'=R. L-..Ệ ;0Ø'=R D tạ vào (3) ta được 
.. AC” ¿ Nưmi 
lá EF ED FD 


2SAnc =R BC .B + AB .AB+ AC AC]; 25SAnc = = R(EE + FD + DF) 


R(EF + FD+ DE) =2Sapc 
Do BC không đổi nên Sanc lớn nhất khi AD lớn nhất, mà AD lớn nhất 
khi A là điềm chính giữa của cung lớn BC. 

4. 1. AM là phân giác của BAC = BAM = CAM 
:> BM =CM = M là trung điêm của cung BC 
=OM LBC; theo giả thiệt AH L BC 
+ OM//AH = HAM =OMA (so le). Mà 
OMA = OAM (vì tam giác OAM cân tại O do 
có OM = OA = R) =AHAM =AOAM >AM 
là tia phân giác của góc OAH. 

. Vẽ dây BD L OA = AB= AD = ÃBD = ÃCB 
Ta có OAH = PBC - (góc có cạnh tương, ứng vụ vuông góc củ cùng m¬ 

= OAH = ABC- ABD =ÕAH = ABC- ACB hay GØAH=B- 


3.a. Theo giả thiết BAC = 60° = 8 + Ö=1201; theo trên 


k9 


Ầ_~ 0 0 
ØAH= =Ê-Ê=20 = B+Ê 120 B= lo 
B-C=20° G=50° 


b. 


#£R 120”) 1 R 
Su =Ô hoc — hoc =E R3. 
_=R?° R?V3 _ R”(4x-3v3) 


đvdt 
3 4 12 (hp 


5. Giả sử ta có hình vẽ như trên (các trường hợp khác chứng minh tưcng tự). 


T 


l4 
tò 


BB' cắt CC' ở K. Do By // Cz nên dễ dàng chứng minh dược: 
HBy + HƠz = BHC () 

B'By +'Gz = BKC (2) 

Từ (1) và (2) suy ra BHC = BKC. 
Ta có: BAC + BH =180° 

Nên BAC + BKC = 1800, 

Vậy K thuộc đường tròn ngoại tiếp A ABC. 


Chứng minh tương tự, BB' cắt AA' thuộc đường tròn ngoại tiếp A ABC. 
Do đó K trùng K". 


-. Gọi § là diện tích tam giác. Học sinh phải chứng 


minh S = p.r (p: nửa chu vi của tam giác; r: bán „ 
kính đường tròn nội tiếp tam giác) 
e Si 


Mặt khá geÄ .h,, nê =————: 
P hà, Đụ—= 9p a+b+c B G 


a? +bŸ =c? =(a + b) ?<9(a? + b2) < 9c? 


1g... ,. F 


b2 Bề 
Tờ >V2~1> 


Vậy ta có điều phải Sân minh. 


MC _ 2008 

ME 2009 

Khi đó ME= BAC (vì cùng bù với BMC) = ACME CÓ Các gÓc 
không đôi. Ta dựng đường thẳng vuông góc với BC tại C, cắt đường tròn 
ngoại tiếp tam giác BCE tại F. Khi đó BF là đường kính của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác BCE= F là điểm cố định. 

Gọi Mẹ là giao điểm thứ 2 của BF và đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC. Suy ra M,ẹ là điểm cố định 

Ta có 2008.MB + 2009.MC = 2008.MB + 2009.ME = 2008.BE < 20)8BF 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khiM =M,, 


Trên tia đối của MB lấy điểm E sao cho~—“ 


) 
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„1. Tứ giác OBMN có 2 góc đối bù nhau (MNB = NOB = 90”) nên nội tiếp 


được. Hai tam giác AMO và ABN có: A chung 


AMO. ABN (cùng chắn cung NO) & " 
Nên dồng dạng AAMO ~ AABN „ 
- ÂM _ AO _ AM.AN =AB.AO =2R? 
vÀ Šqy: . % 4 `5, £ ˆ _. tíf 
Điều này chứng tỏ tích số AM.AN không A' O B 


phụ thuộc vị trí của điểm M trên cung BC. 
Đề cho AMNB cân tại M. ta phải có: 
MNB = 15" c> MOB = 45"  MAB =99930'. Vậy MAB=22°30' 


Trong tam giác vuông OAN. ta có: 


OØN 


tần Â =QẠ c»ON =OA.tan Â =(ý2~1)R CN =OC=ON =(2~ Ý2)R 


Khi quay quanh OA, AANC sinh ra một hình (>)có thẻ tích V bằng 
hiệu các thể tích Vị và Vạ của hai hình nón đỉnh A. đường cao AO và có 
bản kính đáy theo thứ tự là OC và ON. 


V,= ẵ xOC°.AO;V, =q®ON.AO 
+ V<V,—W = a®AO(0C ~ON?)= amR(OC +ON).CN 


=: b : _ DỊ vẽ 3 

=gnB|R+ R( v2 ~1) |.(z- Ý3)R =ã(J2-1)xR (đvtt) 

Vậy: thể tích của hình gây ra bởi A ANC khi uay quanh OA là: 
V ` ~1)m.RỶ (đvtt) 

1. Vì AHLBC tại H nên đường tròn (A) tâm A bán kính AH tiếp XÚcC với 
BC tại H. Ta có: BH = BD (tiếp tuyến xuất phát từ B) = AB là phân giác 
của góc DAH. Tương tự AC là phân giác của góc HAE 
=» DAE = 3BAC = 180" = D, A, E thăng hàng. 

Mà D và E nằm trên đường tròn (A) nên DE là một đường kính của (A). 
Tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH nên ta có: Nhưng 
BH.CH = AH”;BH = BD; 


CH =CE; AH = ”5 IÁ_ ` 
Db. S% 


=» BD.CB=——— 
4 


. Khi ABC =60° thì tam giác vuông ABC là nửa tam giác đều cạnh BC = 2a, 


đường cao AC, nửa cạnh là AB. 


BCV3 BC ABAC a?/3 av3 

Š- =aV3;AB=— =a;AH = = ==- 

HIỂU Tuớn: 2 SuG Bể TW ” 5 
ẨBA°_a” sa cụ „3A 
BC 2a 2 2 


4. Kẻ BI.L CE. Vì BD < CE nên I nằm giữa C và E. 


10. 


BIED là một hình chữ nhật có: IE= BD = BH = 2/BI =DE=9AH =av3. 


Khi quay quanh CE, hình thang vuông BCED gây ra một hình (H) gồm 
một hình nón và một hình trụ tròn xoay có đáy chung, hình nón chông 
lên hình trụ. 

- Hình nón có đỉnh là C, đường cao CI=ŒCE-—IE=€CH -BH =a, bán 
kính đáy là IB, có thể tích là: V, = 2 xIBfCI =ax(av8)' a.=ma” (đvtt) 

- Hình trụ tròn xoay đường cao IE, bán kính đáy IB, có thể tích là: 


?a 3ma` 
V, =rm.IB?.IE= 3].—= 
,=xIBFIE=n(a 8). = 


Do đó thể tích của (H) là: V = V, + V, = ma” + — II =—= 
1. Ta có: MA = MP (tính chất tiếp tuyến xuất phát từ M) 

= AMAO =AMPO = Ô, =Ô:. ` : 
Tương tự ta có: 24 
Ô, =Ô, = MÔN =Ô; + Ô; 90”. /ASZÀ\ Ì 
Mặt khác, tứ giác AOPM có 2 góc bù @„$ TÊN 
nhau (Â = Ê =90°) nên nội tiếp được nh 
Suy ra: ÄÂi =Mi (góc nội tiếp cùng chắn cung OP). j 

Các tam giác vuông MON và APB có một góc nhọn băng nhau 
(Ấ¡ = Mi ) nên đồng dạng AMON ~ AAPB. ì 
AMON vuông tại O, có đường cao OP (bán kính OP vuông góc với tiếp 
tuyến MN tại đầu mút P của bán kính). Do đó ta có: MP.PN=Ol>, 
Nhưng MP =AM; PN = BN. Do đó, ta có: AM.BN = R”. 


(đvtt) 


(đvtt) 


S 2 
3. Theo trên, ta có: AMON ~ A APB. Suy ra: —2N) _ () 
(APB) AB 
: 3 RP _R” 
Ta có: AM.BN =R” >AM= ===2R 
BN R 
2 


S 
==MN=MP+PN<2RLS.55.MN 5. TtHm 25 
5B ANH 4 Huạm TẾ 
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4. Khi cho hình vẽ quay quanh AB: Hình thang AMNB gây ra hình nón cụt 
đương cao AB = 2R, bán kính 3 đáy là: AM = 2R và BN =a có thê tích 


là; 
: 3 x(AMẺ + BN” + AM.BN]2R 


=ln|4R°+® ;2R.R |ag= "#Ẽ (đvn) 
h 4 3 2 
nửa hình tròn (O) gây ra hình cầu đường kính AB = 2R, có thẻ tích là: 


V,= _ (dvtU) 


Do đó thể tích V của hình phải tìm là: 
7xRÌ _ dnRỶ - 


V=V.—V,= (dvtt) 
,- 3 
Vậy V= : TÔ vtt) A 
11. 1.Ta có: MN / BC= AAMN ~AABC. 
Suy ra AAMN đêu. nhận AO = R làm đường cao, 
ếkol "Ư `"? 
3 


nổ _BNỂ Quọ BS — Z0 
(AoN) = SẠO. ON= (đvdt) 


2. Diện tích S của TöP viên La XBữ li hiệu số các diện tích S¡ và S; 
của hình ng AOC và „SẺ Nhưng A ABC đều= ÃOC =120° 


3 
Do đó: 8, =gRP: Š;= SụAno) = -ấ 6 


SP R?v3 `... 3/3)R°? 


> Š\viên phân) = S -8, = mg = Ea 12 (đvdt). 


3. Diện tích S* của “tam giác cong” AND bằng hiệu số các diện tích Sạ và Sa 
của hình quạt AOD và AAON. Ta có: 


Ta có: S 


2 2 9 KK 2 
5, =ÄxRhS, _ R3 _ì_xR” _R”V3 _(3m-23).R 
6 4 6 12 


Diện Nhh S” của "tam giác cong” CND bằng hiệu số các diện tích S và S” 
của hình viên phân ADC và tam giác cong AND. 


Lì 2 2 
s"~g_g:_ (đ#~3V3).RP _ 3x-2V3).R? _ «„_ (x—v3).R 
12 12 12 
Do đócó. Š_~Š8—2V5 8 
8" x-VŠ sẽ 
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A. 


3. Dựng CH, DK L AB;AOAC đều cạnh R> HC=——;0H =— 


LẠ) 


Khi quay quanh ED, tam giác cong AND gây ra một hình có thể tích V 
bằng hiệu các thể tích Vị và V; của nửa hình câu gây ra bởi hình quạt 


3 
AOD và hình nón gây ra bởi AON. Ta có: V, = gian -.._ 


3 
, R3 _mR®V3 
` 


v,=1xOA?NO=1z.R 
ng 3 9 


3 9 9 


„ 1.Ta có: ẾOD = 1800 ~(AOC + BOD) = ẾOD = 909 = ÉD = 909 


=CD=R2 

Ta có: OC.L CM, OD LDM. 

Tử giá OCMD có 3 góc vuông 
(Õ =Ê =Õ =90°) nên là hình chữ nhật, lại có 
2 cạnh liên tiếp bằng nhau (OC = OD = R) 
nên là một hình vuông. Diện tích của hình 
vuông OCMD là: S, = RẺ. Diện tích hình quạt Ề, 


2 
COD là: 8, = —. 
Suy ra diện tích S của phần tứ giác OCMD nằm ngoài (O) là: 
2 4- 2 
S=8,-8, _pa_SEẺ _(4—3)R_ 
4 4 


Rv3 R 
- 2 
A KOD là nửa tam giác đều, cạnh OD, đường cao OK, nửa cạnh là KD 
R3 gp_R =-HK -onzog-R„ R8 _ Q8 +DR 
2 2 2 2 2 
Khi quay quanh AB: Hình thang vuông CHKD gây ra một hình nón cụt 
đường cao HK, bán kính 2 đáy là KC và KD, có thể tích là: 
1„ Q8 +DR(3RẺ , RỶ, RV3 
- 4.4 4 

3 3 
„+ ng : v3)mR` _Œ+ =. ,AOCH gây ra hình nón đỉnh O, 
đường cao OH, bán kính đáy HC, có thể tích là: 


L2 3 
MÃ =gxHCf.OH “hưng = = : AODK gây ra hình nón đình O, 
P.1 OK, bán kính đáy K, có thể tích là: 
' z 


OK= 


1=-HK.(HC? + KD? + HC.KD) = 
3 


1 „Rˆ. RV8 xR*v3 


Vu = 2 xKD” .OK=- = . Do đó thê tích V của hình 


của 4 2 341 
0ây ra rhấi AOCD khi quay quanh AB là: 
3 4 3_Ƒ: « 4 
V=V,-(V, JW)- [B3 KẾ _ "nR ,xR j3 - 08 +UR 
21 8 24 6 
B 1 
Vậy v- 3+ DxR M 


6 

13.1. Ta có: OM_LMP, OP = 2R. Áp dụng 
định lý Py-ta-go vào tam giác vuông 
MOP ta có: * Ó HỆ P 
PM” = OP? -OM? =3R” = PM = Rv3 
Hoặc: tam giác MOP vuông tại M có cạnh huyền OP = 2R gấp 2 cạnh 
góc vuông OM = R nên là nửa tam giác đêu, cạnh OP, đường cao PM. 
=PM= ĐnR =RV3 Suy ra: POM=60°;OPM=30°:AHOM vuông 


tại H, có góc Õ =60° nên là nửa tam giác đều, cạnh OM. đường cao MH, 


OH là nửa cạnh MH = -. ` -H, IÔH= mi :PH= = 


1. Ta có: 8(owp) = 5 MO.MP= sa + Ko 


1 R°V3 mR? (3V3-n)R? 
ĐhahoM) = gxR =5 ¬.¬.r 


\.a. Vậy: thê tích phần AOMP: 


Lủ 3 
V=1x~HM?OH + Ìx~HM°.PH =g nHMP, 0E up, 
3 3 3a D 
R' 
Vậy: V=“—~ 
ậy : 


NNĂẶ ng _ l 3 uạ. đnR 
›. Thê tích của hình gây ra bởi hình quạt BOM là V, = sanh Sã 
Suy ra thẻ tích V' của hình gây ra bởi phần AOMP nằm ngoài (O) khi 
3 3 3 
quay quanh OP là:V'=V_V,=Ẩ1__4.R _xR. 
3 9 18 


TL. TR 
18. 
4. 1. Theo giả thiết M là trung điểm của BC = MB = MC 


= CAM = BAM. (hai góc nội tiếp chắn hai cung bằng nhau) 
"x.. 
lÀ 8z 227 


Vậy: V'= 


KC _ AC 
= AK là tia phân giác của góc CAB © —— KE AE 
(tính chất tia phân giác của tam giác) 

2. (HD) Theo giả thiết CD.L AB 
—>A là trung điểm của CD= MA=ÕMA  ^ 
=> MA là tia phân giác của góc CMD. 

3. (HD) Theo giả thiết M là trung điểm của BC 


=OM.LBC tại I => ÕIỞ =90° ; CD.L AB tại H h) 
= OHC= 90° > ØTE + ØHE =180° mà đây là hai góc đối = tứ giác 
OHCI nội tiếp 


4. Kẻ MJLAC ta có MỊJ // BC (vì cùng vuông góc với AC). Theo trên 
OMLBC 
=> OM .LMI tại J suy ra MJ là tiếp tuyến của đường tròn tại M 

15. 1. Theo giả thiết BAC = 60° 
=> sđ BC =120° (tính chất góc nội tiếp) 
= BOEC = 1200 (tính chất góc ở tâm) 
* Theo trên sđBC=120° >BC 
là cạnh của một tam giác đêu nội 
tiếp (O; R) = BC = RV3. 

2. CD là đường kính = DBC=90° hay 
DB.LBC; theo giả thiết AH là đường 


cao=>AH.LBC = BD // AH. Chứng 
minh tương tự ta cũng được AD // BH. 


3. Theo trên BC =90° => ADBC vuông tại B có BC = R/3 ; CD = 2R 
= BD? =CD? - BC? = BD? =(2R)” - (R3)? =4R? -3R? = ED = R. 
Theo trên BD // AH; AD //BH= BDAH là hình bình hành 
=AH=BD = AH=R. 

16. 1. AM là phân giác của BAC=BAM=CAM =BM=CW=M là 
trung điểm của cung BC =OM.LBC. 

2. Xét AMCI và AMAC có MGI=MAC (hai góc nội tiếp chắn hai cung 
bằng nhau); M là góc chung. 


=AMCI~ AMAC = TT “mo” MC? =MIMA. 


Ẳ, l/ Œ 90° (nội tiếp chắn nửa đường tròn) 


>Úị¡ =90”—¡ mà Ki là góc ngoài của 
tam giác AKB nên Kị = Ai +Bị -$ .cŠ 


(tính chất phân giác của góc) 


:> ị =80”~ Ÿã| () 
DI 
CQ là tia phân giác của góc ACB 
_š: „Ở. 1iean_3_ 6i seạẽ_ÍÃ . Ế 
+ 5= g(180" - Ä - B}= 90 lận] (2) 


Từ (1) và 2) =i =i hay QPB = QGŒB mà P và C năm cùng về một 
nửa mặt phảng bờ BQ nên cùng nằm trên cung chứa góc 


sot-|Â.Ê 
n 


dựng trên BQ. Vậy bón điểm P, C, B, Q cùng thuộc một 


đường tròn. 


17.1. Vì A ABC cân tại A nên đường kính AA" của đường tròn ngoại tiếp và 
đường cao AH xuất phát từ đỉnh A trùng nhau, tức là AA" đi qua H 


=> AACA'" vuông tại C có đường 


cáp GH:= =5 —8em; 
# ð 

AH = 1em =›CH” =AH.AH' 

TY. ở MU cú TỤ 
AH 4 4 


=>.AA'= AH+HA'=4+ 2,5 =6,5(cm) 
=>R=AA':2=6,5:2=3,25(cm) 


2. Vì AA" và CC' là hai đường kính nên cắt nhau tại trung điểm O của mỗi 
đường =ACA'C' là hình bình hành. Lại có ACA'= 90° (nội tiếp chắn 
nửa dgt) nên suy ra tứ giác ACA"C' là hình chữ nhật. 

3, Theo giả thiết AH.LBC: AKLCC' =K và H cùng nhìn AC dưới một 
góc băng 90 nên cùng năm trên đường tròn đường kính AC hay tứ giác 
ACHK nội tiếp (1) = Š› = Ñ: (nội tiếp cung chắn cung AK); A AOC cân 
tại O (vì OA = ÓC = R) = Ê;¿ = Â; = Â› = Ñ¡ =HK // AC (vì có hai 
góc so le trong băng nhau) = tứ giác ACHK là hình thang (2). Từ (1) và 
(2) suy ra tứ giác ACHK là hình thang cân. 


229 


18. 


1. Tam giác ABC đều 

= ABÈ = ACB = 609 Œ); 
DOE = 601 (gt)= DOB + ÊOC =120° (2). 
A DBO có DBO=6f?=BDO+BOD=127 @). 


Từ (2) và (3) = BDÖ = ẾOE (4). 
Từ (2) và (4)—= ABOD ~ ACEO => HP Tổ 
CO CE 


= BD.CE =BO.CO mà OB = OC = R không đổi 
= BD.CE =Rˆ không đổi. 


BD_BO OD B)_ OD 
: ê ~ACEO =——=——=—— mà CO=BO=—-=—— 
2. Theo trên => ABOD ~ AC 1“. CE OE mà CO =B s. OE 
BD BO Ã =  s= 
=——=—= ó Ö = DOE = 60” (6). 
1... OE (5). Lại có DBO = DOE = 60” (6) 


Từ (5) và (6) = ADBO ~ADOE_ = BDO = ODE = DO là tia phân giác 
góc BDE. 


3. Theo trên DO là tia phân giác góc BDE=O cách đều DB và DE =O là 


19. 


tâm đường tròn tiếp xúc với DB và DE. Vậy đường tròn tâm tiếp xúc 
với AB luôn tiêp xúc với DE. 

1. Kẻ AH, BK_LCD AH // BK và AH = BK 

AHKB là hình chữ nhật. 

= HK = AB = 2a. 

Hai tam giác AHD và BKC vuông có 
cạnh huyện băng nhau AD = BC và 
cạnh góc vuông băng nhau: AH = BK 
(hoặc có I góc nhọn băng nhau: 
 =Ô) nên bằng nhau. 

AAHD = ABKC =>DH = KC=a 
AAHD vuông tại H có Ô = 60° nên là nửa tam giác đều cạnh AD, 
Đường cao AH, nửa cạnh là HD = a; AD = 2HD = 9a; AH =av3 
AB+CD 


Diện tích hình thang ABCD là: S = .AH =3a*3 (đvdt) 


Vậy: AD =BC=2a; AH=a3; Ÿ\agcp) 3a? V3 (đvdt) 


2. AAHC vuông tại H. Ta có: 


AC? = AH? + HC? =3a? + 9a? =12a? = AC =2av3 
Vậy AC =BD=2av3 
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3. Trona tam giác vuông AHC, ta có: 
Cạnh huyện AC = 2AH. cạnh góc vuông nên AHC là nửa tam giác đều 
có cạnh CA, đường cao CH. Suy ra ACH =301. Tương tự: BDK =30" 
Kẻ OI.LCD = DI = CL = 2a ; OIC là nửa tam giác đều, cạnh OC, đường 
cao CI. nửa cạnh là IO: 
GỊ: HP 0= _= = #sB,o = == . Khi cho hình vẽ quay 
quanh CD, CD gây ra một mặt (5) gồm 2 hình nón có đáy chung. bán 


kín IO. có định là C và D, đường cao Cl và DI, đường sinh 
CÓ và DO.Diện tích xung quanh của (S) là: 


8< zIO.0D + #OLDO = 3x.1O.OC = 8m, „ã -4av3 _ 1ôna” 


ST 
Vậy: S= ¬ . Thê tích của (S): 
2 3 
V s10? Đ+> s10? DI=1z1@? CD=.x 2a/3 Ì ¿a „ lồna” 
3 3 9 
vậy. v~ L6". 
9 
2AO 9R 


20.1. acó: AE=——=—= = BB=^. 
_ 8 8 3 
Áp dụng định lý Py-ta-go vào tam giác vuông OCE, ta có: 
CE? =OC? +OE = R? củ # Th. CE= — 

2. Các tam giác MCD và OCE vuông góc và có 
góc C chung nên đông dạng: A 


AMCD ~ AOCE: s 
Ặ|MC_MD_CD_ MC_MD_ 2R__3V10 
”OC ” OE  CE R cung 5 D 
= 
3 3 
=Mc -3E/9,wp - BÍ? kạ MH LCD 
=> MH.CD = MC.MD  MH = — = T .Tứ giác MEOD có 2 góc 


đố: M và O cùng vuông. bù nhau (M=õ= 90) nên nội tiếp được trong 
đương tròn đường kính DE, tâm là trung điêm I của DE và có bán 
DE _CE R0. 


Kính: Kem. 
b.”8. 
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Ta có: 
1 1 3RẺ R7 13R” 
Šwsop) = Ö\awcp) ~ (oce) =  MC.MD - —.OC.OE = Xa ã Ă 


Š 13R? 
Vậy: Ö(wpop) = _.. 
4. Khi quay quanh CD, AECD gây ra hình gồm 2 hình nón đỉnh C và D có 
đường cao CO, và DO, có chung đáy bán kính OE= (S) có thể tích 
2 3 3 
B:Vz r00D=lv° sn 2E” và ve 5, 
3 3 9 27 27 
'21. 1. Xét hai tam giác BCD và ABD có ỚBD = BAD (vì là góc nội tiếp và 
góc giữa tiếp tuyến với một dây cung chắn một cung), lại có D chung 
BD_ CD 
ABCD~ ——=—_ ? = AD.CD. Š 
=^SABC "ớ AD BD  BÙ 

2. Theo giả thiệt tam giác ABC cân tại A 
= ABC=ÃÄCB =EBC=DCB mà 
GBD =BCD (góc giữa tiếp tuyến với 
một dây cùng chăn một cung) 
= EBD = DCE = B và C nhìn DE dưới 
cùng một góc do đó B và C cùng năm 
trên cung tròn dựng trên DE =tứ giác 
BCDE nội tiệp. 

3. Tứ giác BCDE nội tiếp = BCE = BDE (nội tiếp cùng chăn cung BE) mà 
BCE =CBD (theo trên) =BD =BDE mà đây là hai góc so le trong 
nên suy ra BC // DE. 

22.1- (HS tự làm) 

2. (HD) Dễ thấy E là trực tâm của tam giác NAB 
= NELAB, h 

3. Theo giả thiệt A và N đôi xứng nhau qua M 
nên M là trung điểm của AN; F và E đối xứng 
nhau qua M nên M là trung điểm của EF 
=AENF là hình bình hành= FA // NE mà 
NELAB = FALAB tại A  FA là tiếp 
tuyên của (O) tại A. 

4. Theo trên tứ giác AENF là hình bình hành 
= FN// AE hay FN/AC mà ACLBNSFNLBNtIaiN 
A BAN có BM là đường cao đồng thời là đường trung tuyên (do M là 
trung điểm của AN) nên BAN cân tại B= BA = BN =BN là bán kính 
của đường tròn (B; BA) —.EN là tiệp tuyên tại N của (B; BA). 

s, * d 
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23. 


l. 


24. 


t9 


I. Theo giả thiết AB và AC là hai tiếp tuyến của đường tròn tâm O 
=>OA là tỉa phân giác của góc BOC 

:> HÓA =COA (I); OBLAB (AB là 
tiếp tryển): CH.L AB (g0 

->Ol3/CH = BOA =CDO (2) 
Từ(1) và (2) = CODcân tại C 

z>CO = CD. (3) 

Theo trên ta có CO = CD mà CO = BO (= R) = CD = BO (4) lại có 
ÓØB /CH hay OB // CD (5). Từ (4) và (5) = BOCD là hình bình hành 
(6). Từ (6) và (3) = BOCD là hình thoi. 

M là trung điểm của CE=OM L CE (quan hệ đường kính và dây cung) 
:> OMH = 900, theo trên ta cũng có OBH =90°; BHM =90" =tứ giác 
OBHM là hình chữ nhật — I là trung điểm của OH. 

M là trung điểm của CE; KE và KC là hai tiếp tuyến=O, M, K thăng 
hàng. Ạ E 

1. (HS tự làm) 

Xét hai tam giác ADE và CDB ta có 
IAD = BCD (vì so le trong) 

AD <CD (g0: ADE=CDB (đối đỉnh) 
=® AADE= ACDB = AE = CB (1). 
Theo trên AE // CB (2). Từ (I) và (2) 
= AECB là hình bình hành. 


. 1 là trung điểm của CF=OlI.LCF (quan hệ đường kính và dây cung). 


Theo trên AECB là hình bình hành— AB //EC=OIL AB tại K, 

= ABKG vuông tại K. Ta cũng có ABHA vuông tại H 

=  BGK =- BAH(cùng phụ với ABH) mà BAH =BAC(do AABC cân 
nên AH là phân giác) => BAC =2BGO. 


. 1. Áp dụng định lý Py-ta-go vào các tam giác vuông IAD và [BC 


Ta có: IA? +ID? = AD?; IB? +IC? = BC? 

= IA? +IB? +lIC? +ID = AD” + BC” 

Trong đường tròn, đường kính là trục đối xứng. 
Do đó: 

CD L AB =BC =BD 

— 1A” + [BẺ +IC? +ID” = AD? + BD? = ABỶ 
= 1A? +IB? + IC? +ID? =4R?. 

Vậy: khi cho đường kính AB quay quanh O và dây CD vuông góc với 
AB tại một điểm I nào đó, 1A? +IB? +IC? + ID? =4R?: không đổi 
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26. 
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Gọi H là giao điểm của BC và IM. Ta chứng minh BHI=90% 
ATIAD vuông tại I, IM là trung điêm => IM = MD =MA 
= AMID cân tại M ñ.=Ì. Nhưng: Bi =Bi (góc nội tiếp cing chăn 
cung AC) vàÌ + Ï› = 90” => Bị + Ï› = 90 = BHI = 90” 
Vậy: sa ˆ tuyên IM của tam giác IAD vuông góc với BC. 
2R 4R 


._ Vớ OI=E IA =—;IB=—— 
ới = 5 P 


AIOC trông tại L, ta có: 
2 L 
IC? =OC? ~OI? =... 


Do đó ta có: 


3 3 £ 
AC? =IA? +10! =5”, —“. =Ac=Ap=2⁄8 


BC? =4R? ~ AC? = 4R? - = — =BC =BD= mỹ (cũrg có thể 


tính BC bằng cách vận dụng định lý Py-ta-go vào tam giác vuông IBC). 
Chu vi của tứ giác ACBD là: 


#p<slAc+no)=:|2 Ê , 2E sy- #E /z„ 


._ Khi quay quanh AB, A ABC gây nên 2 hình nón có chung đáy sám kính 


IC và có đỉnh là A và B, đường cao AI và BI, đường sinh là AC và BC. 
Hình do ABC gây nên: 

Có diện tích xung quanh là: 

§=IC.AC + zIC.BC = z~IC(AC + BC) 


nrErnsadisans, 


3 3 3 9 
Thể tích là: 


V=  mỊC® AI+- g xIC”, BỊ = 2 x1CP, AB=-r——.2R= 


3 9 27 

= dễ mời 
Vậy: S= °(J2+ 1);V= m 
1. ACAB _ tại C, đường cao CH. C 
Do đó ta có: 
CH? = HA.HB =ab = CH = Jab - “tì 
Tứ giác HMCN có 3 góc vuông nên là hình ¬Š`N 
chữ nhật. Suy ra:MN = CH = Vab 

A b IB 


AC” = AH.AB =a(a + b)= AC = Va(a + b) 
BC” = BH.BA = b(a + b) = BC = (b(a + h) 


Các tam giác ABC, AHM. HBN. NMC vuông có một góc nhọn bằng 


: Su 3 ? 
nh:ìu nên đồng dạng. Ta có: BI SN = ải _— z1) 
Đan ẤP (a+b) 

SÌlIIBx) -(= " ¬- s _SNe) (1M) __ ab (3) 

SẠm (AB (a+bj ˆ Sun (AB (a + b}” 
S(AHM) — Da S\Nwc) —a 
3 Từ (1) và (3) ta có: ————=—. Từ (3) và (2), ta có: ———=— 
(NMC) (HBN) b 


S Đua 
Do đó tạ có: CÔ „ 


= . Vậy: diện tích AMNC là trung bình nhân 
TUNGHG. 


của hình gây ra bởi hình thang vuông EMNI. AHME và AHNI 
Khi quay quanh AB. với E và I là chân đường vuông góc hạ từ M và N 


dến AB. Ta có: V, = 2EI(EM' +IN” + EMIN) 


V, =zHE.EM?;V, =}xHLIN? = V =V, ~(V, + W,) 
: s b 


Học sinh tự giải tiếp. 


27.1. Kẻ DH.L AB. Tam giác vuông HDB có B=30° nên là nửa tam giác 


3) 


đều cạnh BD. đường cao BH, DH là nửa cạnh 


BH _BD/3 _ . :DH= BD_a 
rÀ „ 2 
3 
TWdh: Ea =ấug LÊ g =Ê ấn +2ABDH  A 
a°V3 ca” (V3+1)a? _ Q3 + Đaể. E 
= 5: ki =“. Vậy: 5Acpp = 4 D 


'Ta có: CBD = CBA = ABD = 90: BDE = DBA = 30” (so le trong) 
= ABDElà nửa tam giác đều cạnh DE, đường cao BD = a, BE là nửa 


cạnh BD - BB/8 = BE = ®J” = CB=a xác: (tiền 
(8+8)a av3 _ €3 + Ùa? 


=S8ac: 


Ta có: Sạog =2CE.AA' " RE" ỷ : 
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28. 


MS, 
._ Ta có CA =AD =AO =R=DO/2 ẨX 
ACDO có CA là trung tuyến bằng nửa g 28! —g 


29. 


- Ta có: Sxcg =Sacsp. Do đó tam giác ACE và tứ giác ACBD tương 


đương nhau.Ta có thẻ nhận được điều này mà không cần tính din tích 
của tam giác ACE và tứ giác ACBD.Thật vậy, ta có: 

SAcE = Sacn † Sgap : ŠAcnp = Sạcg † SpAp 
Nhưng ta lại có: Sz.p; = Spap =>Š„cz; = cap. (đpem) 


. Khi quay quanh AB, A ABD gây ra hai hình nón đỉnh A và B đường cao 


AH và BH có chung đáy là đường tròn bán kính HD, có thẻ tích theo thứ 
tự là: V, = a=HD'.AH; Xa 2"HD.BH 


1 : 3 3 An 
V=V,+V, =gHD”.AB=m-Ta=-T—.Vậy V=—— 


1. AC =R=—AC chắn cung 60° = B = 30° 
AABC vuông tại C (AB = 2R) = Â =60° 


cạnh đối nên là tam giác vuông tại C. Suy 


ra DCLOC. Do đó DC tiếp xúc với 
đường tròn (O) tại C. ` 


Ta có DCÄ =; sđCÄ = ŨCA =8"; AM là phân giác của góc A =CAN= 9J, 


Do đó: CAM =CA. Hai góc CAM và DCA bằng nhau ở vị tr so le 
trong nên AM và DC song song. AM //DC mà OC L DC—>OC L AM 


._ Khi quay quanh AB, các tam giác vuông HBC và OHC gây ra cá› hình 


nón đình B và đỉnh O, có chung đáy là hình tròn tâm H, bán kính HC, 
đường cao BH và OH, có thê tích theo thứ tự là Vị và Va. 
Thể tích V của hình gây ra bởi BOC quay quanh AB. 


V=V,-V, =2wHC'.BH ~axHC'.OH 


= anHC? (BH-OH) =}z.HC?.BO 


=V=_n (*¿Ï AT (gui 


1. Ta có: BPC = BQC =90° (góc nội tiếp 

chắn nửa đường tròn) 2 ` 
AABC đều, CP 1 AB. 

=P là trung điểm của AB. 

Tương tự: Q là trung điểm của AB. B KO 

Suy ra: PQ //BC = 8P =CQ. 


bÌ 
3 


Ơ 
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30. 


lo đó tứ giác BPQC là một hình thang cân. 
Ta có: BP=CŒQ=Š 
92 
5a 


Chu ví của hình thang BPQC là: 2p = BC + PQ + BP+QŒ€=a+ B +a= ằ 


Iiện tích hình thang BPQC là: 5= ..n PK 
A+*2 sổ _8a°V8 
Với PK LBC và PK= ÊO „8/5 _s__——-2 V3 _ 3a v3 
3 “Si 2 4 16 
Vậy: — 8= 3a 2/8. 
2 16 


Khi quay quanh BC, hình thang cân BPQC gây ra: 
- Hình trụ tròn xoay mông cao KH. Hai hình nón bằng nhau đỉnh B và 


C, dường cao BK = CH= ` Bán kính đáy R= - Thể tích V phải tìm là: 


3 

V=nPK? KH+8.2 PK? .BK=x ải lan h- 3] Ta” 
5 84 8 

Thẻ tích V' của hình cầu gây ra bởi nửa hình tròn (O), bán kính OB = ” 


â 
khi quay quanh BC là: V'= : B _ 


V_.3 
. SUY Ta: =_. 
6 V'éẻ 4 
1. Tam giác DOC vuông tại D. đường cao DH. Ta có: 
CD? =OC? -OD? =9R? - R? =8R? = CD =2R2 


DHOC - DO.DC œ DH - DODC _ R.2RV2 _ 2RV2 


00 3H 3 
2 L 
GH00<ÄGU“Ð+GHEDP „0N 5E 
CO 3R 3 
OH =OC~CH = 3R-T cà. 


2. Ta có: CA.CB =4R.2R =8R?;CH. co-< R 3R=8R? 


Do đó CA.CB = CH.CO. Hệ thức này thống thay đổi khi ta lấy điểm C 

tùy ý trên tia đối của tia BA. 

Thật vậy, ta có: ACAD ~ACDB = CŨ - CÊ ¿„CD?=GDGB (1) 
CB CD 

Mặt khác, ta có: CD? =CH.CO_ (2) 

Từ (1) Ÿä (2), ta có: CA.CB = CH.CO 


¡u l° Ủng 
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3. Khi cho hình vẽ quay quanh ÁC, ta có: 
a. Tam giác CDH gây ra hình nón đỉnh C, đường cao CH, bán kính đường 
tròn đáy là HD, đường sinh là CD.Do đó diện tích xung quanh củ: hình 


2 
nón là: §,„„ = x.HD.CD = x. _s ..RV2 = = 


b. Tam giác CDO gây ra hai hình nón theo thứ tự có đỉnh là C và O, đường 
cao CHl và DH, bán kính đường tròn đáy chung là HD. 
Do đó ta có: 


V~2 zHD° CH + 2 xHDỶ.OH =2 zHD? CO= 2x (“] 3R=> v.> 


31. 1. Ta có: IO'=E +r= IO" = AIO'O" cân tại IL. Mà O là trung điểm 
ØO'O0” =0OILO'O” 
Vậy OI L AB. 
2. Đường tròn " tiếp xúc với (O) tại C. 
Suy ra OI=R-—r 
AOIO' vuông tại O, ta có: Ol” = 1O?—~OO? 


3 3 
=(R-rŸ =[Š +] [] 
2 ⁄) 
LÃ L 
TỐ 7n .j MÀ 
4 4 3 
3. Diện tích của các nửa hình tròn (O), (O') và (O”) là: 
xR? 1 (RỲ` xR? 
5,52 8 =8: can 2) = 


Diện tích của hình tròn (I):S„ = x 
Suy ra diện tích của hình () là: 


R? xR?\) 5nR? 5nR? 
8=8,~(6, +8, ca ) 5E”. _| KẾ SE |_ 0E” và g„ 
¡ ~(8; +8; +S,) D) 36 ậy 36 
4. Khi quay quanh AE, các nửa hình tròn (O), (O'), (O”) và hình tron (I) 
gây ra các hình cầu có thẻ tích theo thứ tự là: 
3 3 3 
W=ỐxR;V,=v-á„ BE. Ñ 
3 3 8 6 Cụ 97 81 
Do đó thẻ tích của mình gây ra bởi () là: 


— 


V=V;*(V, + Vạ +V,)= 


\ 4y 
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92.1. Tả có:MOA = 3MBA 


~i 


Nhưng MEO = MOA. Suy ra: MEO = 2MBA 
Kẻ MH 1L ED.Ta có: MBA =15" 
=» MEO =30°. Tam giác MEO vuông tại M (ME.LMO) có Ê =30°nên 
là nửa tam giác đều có cạnh là EO. đường cao EM. nửa cạnh là MO = R. 
Suy ra:ME= RV3.EO=9R. AHEM là nửa tam giác đều, có cạnh là 
EM = R3. đường cao EH. 
Trói: MH= SỐ „ -Rh .pH - EMv3 _ 3R 

2 2 2 
Khi cho hình vẽ quay _k ED. tứ giác EMAD gây ra 3 hình sau: 
Hình nón đỉnh E. đường cao EH. đường sinh EM, bán kính đáy HM, có 


diện tích xung quanh và thẻ tích là: 8, = xŸÍ RV3= = 
Ẽ 3 
Vị =2 xHMP.EH = 2x Có HỆ xế 
2 2 8 


Hình nón cụt HN, cao HO, đường sinh MA, bán kính đáy là HM và 
OA, có điện tích xung quanh và thể tích là: 


Sen) (V6 - v2)R R 
: An 


S,=x(HM +OA)AMA =x = 


_(@+3)dƒ6 - ý3)nR” _ (V6 + V3)nR? 
4 4 


V, =axHO(HM? +0A? + HM.OA) 
LÃ 39 3 
XE ni 


4 24 
Hình nón đỉnh D, đường cao HDO, đường sinh DA, bán kính đáy OA, có 
diện tích xung quanh và thê tích là: 

3 
Sy =OA.DA = œ.R.R.V8 = xR?/2; V, = 3xOA?.DO = m 
Do đó diện tích bề mặt xung quanh và thẻ tích của hình gây ra bởi tứ giác 
EMAD khi quay quanh ED là: S =8, +5; +8; 


2 9 2 
¬s- 8 +Èlf- ỐNG: TT 
V=V,+V,+V; 

3 3 3 
„. sa „ Œ+23)xR „1! _ ụ „(12+ 3)xR 
24 3 12 
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33. 


2. Cách 1: Nếu AB = R thì AOAB đều. 


1. AOD là góc ngoài của A AOC. Ta có: AOD =Â¡ + ACD 
Nhưng Â¡ =Bi(AOAB cân tại O) 

Bilà góc : ngoài của AOBC 

= B¡ = BOC + BCO =9ÃCD (AOBC cân). 
Do đó: ÄOD =3ACD 


= Âi =B¡ =609 = =300 
=> ÄOD =90° = A là trung điểm cung ED. 
AC 


Cách 2: AB = R= OB =“ = AOAC vuông tại O= AOD =900 


34. 


Đảo lại: Nếu AOD = 90°thì AB = R. 


Thật vậy: AOD =90° = A OAC vuông tại O 
ABOC cân tại 5 1n BC=R) 
Hiậi= ô, +Ôi = =90° -Âi = 


= AOAB đều >AB =R. 

Kẻ BHLCD. 

Tứ giác OABH quay quanh CD ây ra hình nón cụt tròn xoay, đường cao 
OH, đáy là các đường tròn (O, OA) và (H, HB) có thể tích là: 


NKỄ s xOH(OA? + HB” + OA.HB) 


LÊ THẾ Rẻ RẺ „ RẺ Ì_ 7xR° V3 
tỹ § F3 24 


;AOBH quay quanh CD gây ra 


hình nón đỉnh O, đường cao OH, đáy là đường tròn (H, HB) có thể tích 
3 
là: V, =ÌzHB?.OH =1„ c “RiB _ nRỦVB xR`J3 
sàn 3 3 %4 
Thê tích V của hình gây ra bởi AOAB khi quay quanh CD là: 


xR9/3 
4 


3 3 
V=V,~v, ~1xR” v3 _xR v3 _ TxR V3 vay V= 
24 24 4 
1. Tam giác AHD vuông tại H, 
có =60°nên là nửa tam giác 
đều có cạnh là AD, đường cao 
AH và nửa cạnh là HD. 


Do đó: 
- AD43 -_. 15 8...1... 
3 - 8. ? 2 3 
CD ABKC cân tại K. Do đó: BC = BK/2 = a2 


CK = BK =a. Vậy: AD- ;BC =av9 
av: 6 ‹ 
Ta có: CD = CK + KH + HD =a ta + = = tuyệt 
: a+(6+3)° 
Diện tích của hình thang ABCD là: § = ÂB*€P ^w - =—Êa 
Vậy S= $ốn (đvdt). 


2. Gọi ] là trung điểm của AD. Suy ra I là tâm đường tròn (I) đường kính 
AD_av3 
“in. 
Diện tích S của phần chung của hình tròn (I) và hình thang ABCD gồm 
2 phần: Diện tích S¡ của tam giác vuông AHD: 
S,=JAHHD-la AV3 22/8, 
2 3 3 6 
Diện tích 5; của viên phân tạo bởi dây AH và cung AH: 


AD. Đường tròn (I) này đi qua H, bản kính R = 


5; = huy IAH — SưAn- 


`. gN 2.2 2 
Ta có: AIH=92ADH =190° => § _——-Ð 


quat IAH — 8600. - 9 
Tam giác AIH là tam giác cân đỉnh 1 có điện tích bằng hiệu diện tích của 
tam giác vuông AHD và tam giác đều HID. 
a⁄3 (av3 : v3 _a?V3 a°V3 a°V3 
6 3 4 6 12 12 
L) 3 B 9 
CỔ > LUIN. v3 _ (4n-3/3)a 
* 9 12 36 
Do đó diện tích So phải tìm là: 
`. a?V3 „ án -0V3)a” _ (dx+33)a? 
h GIAN: 86 36 

3. Thể tích V của hình sinh ra bởi ADH khi cho hình vẽ quay quanh AD. 

Khi ADH quay quanh AD, hình tạothành là hai hình nón chung đáy , có 

bán kính HE, hình nón thứ nhất có đường cao AE và hình nón thứ hai 


Slạn = ĐAnp — Ônip = 


có đường cao ED. Ta có HD = x 
Nên HE = HD.sin60 -S8 „và ED- #1 mổ, AE => 


Gọi thể tích hình nón thứ nhất là Vị. 
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35. 


2. 


8. 


Ạ. 


36. 


š 1 2 1 3 “a3 xa”xJ3 
=*x~HE?.AEB=—x.| | ——=——— (đvtt). 
Ta có V, SI.BE AE |3) 5 5ã (đvtt) 
Gọi thể tích hình nón thứ hai là V:. 
3 3 
Ta có V, =}.HE?.DE =a"|B] a3 _ na V3 (auu, 
3 38 \3) 6 72 
na°J3 
Suy ra V = Vị + V, = TR (đvtt). Í 
1. Ta có: BAP=PAC(AP là phân 
B € 


giác của góc BAC)e» BP = PCe>P 
là điểm giữa của cung BC. 

>MII LBC(M là tâm đường tròn ` S 
(O)). Mà AH L BC. Do đó MP // AH. 

Ta có: AMAP cân tại M(MA = MP, bán kính)  MAP = MPA 

Nhưng MPA = PAS (so le trong). Do đó: MAP = MPA = PAS 

Theo trên, ta có: MAP = PAS.Suy ra: AD là phân giác của góc MAH, 
góc hợp bởi đường cao AH và trung tuyên AM xuất phát từ đỉnh góc vuông. 
Khi quay quanh BC, ABH vuông tại H, gây ra hình nón tròn xoay đỉnh 
B, đường cao BH, đây là hình tròn bán kính HA, có thê tích là: 


V= 5 nHA”.BH ; AABC vuông tại A, có B=300, nên là nửa tam giác 


đều cạnh BC = 2a, đường cao AB= ax3.ABAS đều, đường cao 
BH — — =. => V (học sinh tự tính). 
a. Ta có: BE= EC = 12.; AB = AC = 16, CF = CE = 12, \ 
Do đó AF = AC -CEF = 16 ~12=4. Dễ thây OECF là tứ giác nội tiếp, đê 
chứng tỏ BF là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tứ giác đó, ta sẽ 
chứng minh : BE? = BE.BC. Ta có: BE.BC = 12.24 =288. (1) 
Để tính BE, ta kẻ FH.L BC nhằm tạo ra tam giác vuông BFH. 
Ta có FH/ AR= CD - CẺ _Š - dH~ GB: 

CE CA 4 4 
Suy ra BH = BC - HC = 24-9 = 1õ. 
Ta có BE” -BH? = FH? =CF?—CH? =BEẺ -18? =12' -9' = BF” =288. 
@) ' Từ (1) và (2) suy ra BF” = BE.BC. Từ đó chứng minh được BF là 
tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiệp tam giác ECF, tức là đường tròn 
ngoại tiếp tứ giác OECF. 


b. Từ câu a suy ra ØFM =ÕCF =ÓOCB,mà GØFM =OMF nên ØCB =OME, 
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Suy ra BMOC là tứ giác nội tiếp. 


ki 


39. 


a. Gọi N là giao điểm của AF với đường tròn (O). Ta có O'FA=N nên 
Ø'F/ON. Bạn dọc tự giải tiếp. 

Đặt ñ=ơ. Ta có: CAD = 1800 ~ø. TAD = TÁC = 900 = 

Tam giác BEE cân nên Ê¡ = Ê¡ = 90" ¬ .Do đó TAD =TAC = Eị =Ê, 
Ta lại có RAF= F¡ (cùng có số đo bằng nửa số đo cung EF) nên 
TAD - EAF. Cũng trừ đi IAF được DAF =IAE. p. 

Do TÁC = E¡ nên IACE là tứ giác nội tiếp, suy 
ra IAI=ICE. Kết hợp với kết quả của câu a 
và câu b suy ra ICE =gDCH, do đó CÏ là tia 
phân giác của góc DCB. Tương tự DI là tia 
phân giác của góc CDB. Vậy I là tâm của 
đường tròn nội tiếp ABCD. 


.a. Dễ chứng minh Õ¡ = D› và DA.LMN nên AAMN tại A. 


Ta có INM =IDB(do MN / BC), IDB bù BAE(do ABDE là tứ giác 
nội tiếp), BAE= MAI nên INM bù MAI Vậy AMNI là tứ giác nội tiếp. 
Gọi Ix là tia đối của tia ID. Do AMNI là tứ giác 
nội tiếp nên Ì =AMN. Do AMNI là tứ giác nội 
tiếp và AMN cân nên: Ï› =ANM=AMN. Suy 
ra l=l»; ADMI có DA là đường phân giác 
trong, IA là đường phân giác ngoài nên MA là 
đường phân giác ngoài. tức là MA là tia phân 
giác của góc FMI. 

Trường hợp CD // OO'`. dễ chứng minh 
Giả sử CD cắt OO' tại I (hình bên). 
Gọi E, F là giao điểm của IA với (O), : 
(O'). Ta có: IA.IE=IC? =IO.IH. Ta ` 
chứng minh được AEOH là tứ giác nội 
tiếp nên AHK =Ê=OAE. (1). Chứng 
minh tương tự AFKO' là tứ giác nội 
tiếp nên AKH = AFO'=O'AF_ (2). 


Ta lại có OAO'= 1800 -OØAR~Ó"AF. @) 
HAK =180° - AHK - AKH. (4) 


Từ (1), (2). (3). (4) suy ra OAO' = HAR. 
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40. 


3. 


4. Theo chứng minh trên DNMB nội tiếp 


ÁI. 


1;2. (HS tự làm) 
Theo chứng minh trên DNHP nội tiếp = Ñ› =: (nội tiếp cing chắn 
cung HP); AHDC có HDC=90°(do AH là đường cao), A HDP có 
HPD =90° (do DP.L HC) A 

=> Ô¡ = Ö‹ (cùng phụ với DHC) 
= Ôi =Ñ; () 

Chứng minh tương tự ta có B¡ =: (2). „ 
Từ (1) và (2) => AHNP ~AHCB. 


= Ñù =Ô) (nội tiếp cùng chắn cung BM).(3) 

DM // CF (cùng vuông góc với AB) = Ôi = Ö: (hai góc đồng vị.(4) 
Theo chứng minh trên Ê; = Ñ› (5). Từ (3), (4), (5) = Ñ¡ = Ñs mà B, N, 
H thẳng hàng => M, N, P thăng hàng. (6) 

Chứng minh tương tự ta cũng có N, P, Q thẳng hàng . (7) 

Từ (6), (7) = bốn điểm M, N, P, Q thẳng hàng 

1. (1S tự làm) 


2. Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có IB = IA, IA = IC. AABC có 


3. Theo tính chất hai tiếp tuyến 
4. Theo trên ta có ÔIO' vuông 


42. 


á? 


AI=BC. AABC vuông tại A hay BAC =900. 


cắt nhau ta có IO là tia phân 
giác BIA; IO' là tia phân giác 
góc CIA mà hai góc BỊA và 
CIA là hai góc kê bù 
=IO.LIO'= ÕIO'= 90° 


tại I có IA là đường cao (do 
AI là tiếp tuyến chung nên 
AILOO) 
= IA? =AO.AO'=9.4=36 => IA =6 
=BC =2. IA =2. 6= 12(cm) 
1. (hs tự làm) 
Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta có MA = MB 
= AMAB cân tại M. Lại có ME là tia phân giác ME.L AB (). 
Chứng minh tương tự ta cũng có MF L AC (2). 
Theo tính chất hai tiếp tuyến cắt nhau ta cũng có MO và MO' h tia phân 
giác của hai góc kề bù BMA và CMA = MO L MO' (3). 
Vị và (3) suy ra tứ giác MEAF là hình chữ nhật 


3. Theo giả thiết AM là tiếp tuyến chung của hai đường tròn 
:>MA 1OO'*=> AMAO vuông tại A có AE.L MO (theo trên ME.L AB) 


>MA” - ME.MO (4). 
Tương tự ta có tam giác vuông MAƠ' có: 
AF I MO' > MA” =MEF.MO' (5) 


Từ (4) và (5) =ME.MO = ME. MO' 

4. Đường tròn đường kính BC có tâm là M vì theo trên 
MB :: MC = MA, đường tròn này đi qua A và có MA là bán kính. Theo 
trên OO' LMA tại A = OƠ' là tiệp tuyên tại A của đường tròn đường 
kính BC. 

5. Gọi I là trung điểm của OO' ta có IM là đường trung bình của hình thang 
BCO'O = IMIBC tại M (*) .Ta cũng chứng minh được OMO' vuông 
nên M thuộc đường tròn đường kính OO' 
 IM là bán kính đường tròn đường kính OO' (**) 

Từ (*) và (**)= BC là tiếp tuyến của đường tròn đường kính OO'. 

43. a. AADD' =AABB' (c.g.c) nên chứng ‹ 
minh được: DD' BB'; BID =90° nên I 
thuộc đường tròn ngoại tiệp hình vuông 
ABCD. 

BID' =90°nên | thuộc đường tròn 
ngoại tiệp hình vuông ABC'D'. 

b. Suy ra từ câu a. 

44. Ta cóEAF=ECF(cùng bù với BAD). 
Các dinh A và C lại ở hai phía của EF. Đề 


"lật phái” nhằm sử dụng điều kiện hai góc 
bằng nhau, ta vẽ K đối xứng với A qua EF. 


Ta có EKE=EAF (đối xứng) suy ra 
EÉKF =ECF =ECKF là tứ giác nội tiếp 
=Ô =Êi. Ta lại có Êi =Ê›(đối xứng), 
Ê» =DAK, suy ra Ê, =DAK =ADKC là 
tứ giác nội tiếp = K e (O). 


Vậy EF là đường trung trực của dây AK, suy ra E, O, F thẳng hàng. 
45. Giả sử B>C, kẻ FH.LBC. Gọi K là điểm đối xứng với B qua H thì: 
BH <HD và FKB =B 
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Tứ giác DEFK có FKB = DEF (bằng j)) nên 
là tứ giác nội tiếp. Như vậy đường tròn (1) nội 
tiếp A ABC có hai điểm chung phân biệt K, D 
với BC, vô lý. Vậy, không thể B > C, tương tự 
không thể B<€, do đó =€. Chứng minh 
tương tự B=Â. Vậy ABC là tam giác đều. 

46. a. Do tính đối xứng qua OO' nên MNOO' 

b. Năm điểm cùng thuộc đường tròn có đường kính O' M. 

c. Năm điểm cùng thuộc đường tròn có đường kính OM. 

d. Do tính đối xứng nên Õ'HD = Õ'HE. 
Do câu b ta có Õ'HB =O'HF. 
Vậy O'HD=ÓO'HB. 

Suy ra H, D,B thắng hàng. 

e. Do tính đối xứng CHN = EHM. 
Do câu c ta có EHM = AHM. PHẾ rñ 
Suy ra CHN =AHM. 

Dễ dàng thắng minh A, H. C thẳng hàng. 

47. Kẻ các dây CC”, DD', song song với AB. 
Do tính đối xứng nên C°, B, D' thẳng hàng. 
Ta có Ñi =Ồi =FC'D' 
=NFBC' là tứ giác nội tiếp. 
=Ñ›=BFC' @). 
Ta lại có BFC'=€'CE=M.  @). 
Từ (1), (2) suy ra Ñ› =M >ếGŒ'N =€'CM CN đối xứng với CM qua 
đường trung trực của CC"=>N đối xứng với M qua đường trung trực của 
CC' =AN =BM. 

48. a. AEBD ~ AEAC (g.g) nên tỉ số các 
đường trung tuyên tương ứng băng tỉ số 


đồng dạng, suy ra Lm ¿ (1). Hai 


tam giác trên đồng dạng còn suy ra 
HEC =GED,do đó tia phân giác của 
góc BED cũng là tia phân giác của góc 
GEH. „t® 


có 


b. AGEIHI có đường phân giác ELI chia GH theo tỉ SỐ. 


49. 


= 


50. 


b. Ta sẽ chứng minh IHK = IMK. 


RG 
EH 


(2). Từ (1) và (2) 
3 .. s.Š ĐỒ ư„ h 3 
suy ra [ chia đoạn thăng GH theo tỉ sô FT Chứng minh tương tự, tia 


: : su ĐI v cụ 
phần giác của góc BFI cũng chia đoạn thăng GH theo ti sô ñe tức là 


cũng đi qua điểm [. : 
Gọi E, F, G,H,M. N theo thứ tự là trung điểm của AB, BC, CD, DA, 
AC, BD. Vẽ đường tròn ngoại tiếp các tam giác EME và MHG, chúng 
cät nhau ở K, ‹ 

Ta sẽ chứng mỉnh răng EHNK, 
GNK là các tứ giác nội tiếp. 

Ta có: 

EKM = EFM = Âi, 

MKH =MGH = Â›, 

Suy ra EKM + MKH =Â: + Â› =Â. 


Tức là EKH =Â. (). 
Ta lại có ENH =A (2) 


Từ (1) và (2) suy ra EKH =ENH, do đó EHNK là tứ giác nội tiếp. Vậy 
dường tròn ngoại tiếp AEHN đi qua K. 

a. Gọi E, F theo thứ tự là trung điểm của AB, AC. 

Ta có: 

IE =SAB =MF;EM = SÁC =FK 


[EM =MER, 
Nên AIEM ~ AMFK(e.g.e) suy ra MI =MK. 


Đặt BÀI = CAK =ơ. 

Ta có BHI=BAI=o,CHK =CAR =œ nên IHR =180°-2œ (1). Xét 
AIEM có Ê¡ =2øœ nên 1800 -2œ = Ê + Ñầ +Ì.. Ta lại có Ê› = Ma(so le 
trong, AB// MP), h = Ma. 

(do AIEM= AMFK) nên 1800 - 9œ =Ms + Mù + Ma =IMK (2). 


Từ (1). (2) suy ra [HK =IMK. Do đó I, H, M ,K thuộc cùng một đường 
tròn. 


v và 
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7. Một số đề thi học sinh giỏi và đề tự luyện 


Ä-Z 
Đề số I 
Kỳ thi chọn học sinh giỏi tỉnh Thừa Thiên - 2004 - 2005 


Bài I: 1. Giải phương trình: dỶJx+1- 2x + Jx+9-6Ÿx = 


2. Chứng minh rằng nếu a, * c là các số không âm và b .. số trung bình 
1 2 


cộng của a và thì ta có:7— TC +. T.T .— 


x°+3x+5 
x?+1 
2. Tìm nghiệm nguyên của phương trình: x? + 2y” + 3xy - 2x - 4y + 3 =0 
Bài 3: Cho đường tròn tâm O, bán kính R, hai đường kính AB và C5 vuông 
góc với nhau. E là điểm bắt kì trên cung AD. Nỗi EC cắt OA tạ M, nồi 
EB cắt OD tại N. 
OM 


1. Chứng mỉnh rằng tích _- là một hằng số. Suy ra gii trị nhỏ 


nhất của tổng ømM + Đ „ khi đó cho biết vị trí của điểm E? 
AM DN` 
2. Goi GH là dây cung cố định của đường tròn tâm O bán kính đã cho 
và GH không phải là đường kính. K là điểm chuyển động tên cung 


lớn GH. Xác định vị trí của K để chu vi tam giác GHK lớn nhất. 


Bài 2: 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của y = 


Đề số 2 
Kỳ thi chọn học sinh giỏi lớp 9- TP.HCM- 2007-2008 
Bài I: Cho phương trình: 2x? —(6m -3)x— 3m +1=0(% là ẩn số) 
a. Định m để phương trình trên có hai nghiệm phân biệt đều âm. : 
b. Gọi x,+x; là hai nghiệm của phương trình trên. Xác định m đê 
A =xÈ + x¿ đạt giá trị nhỏ nhất. 
Bài 2: a. Cho a, b, c, d là các số dương. 


Chứng minh:1<————— b —. . 
a+b+c TRxe+d c+d+a d+a+b 
b. Cho a >1; b>1. Chứng minh: avb — 1 + ba —1<ab. 
Bài 3: Giải các phương trình: 
a.(x? =3x)? —6(x” —3x) — 7 =0 


b.J8++3x—3 +v\j5—x—3 =5 
A +Vx—x? =x+1. 


Bài 4: (hứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì nŸ +n +1 không chia hết 

cho 9. 

Bài 5: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp trong đường tròn (O) và 

có trực tâm là H. 

a. Xác định vị trí của điểm M thuộc cung BC không chứa điểm A sao 
cho tứ giác BHCM là một hình bình hành. 

b. Jấy M là điểm bất kỳ trên cung BC không chứa A. Gọi N và E lần 
lượt là các điểm đối xứng của M qua AB và AC. Chứng minh ba 
điểm N, H. E thăng hàng. 

Bài 6: Cho tứ giác ABCD có O là giao điểm hai đường chéo và diện tích 
tam giác AOB bằng 4, diện tích tam giác COD bằng 9. Tìm giá trị nhỏ 
nhất của diện tích tứ giác ABCD. 


Đề số 3 
Thị tuyển sinh vào lớp I0 chuyên toán THPT Quốc học Huế năm 2006 
Bài I 
a.Tìm các số thực u,v biết: uẺ+vỶ=7 và u-v=-2. 
b. Giải phương trình : (x' = 1)(x +8)(x+5)=9. 
Bài 2: 
Cho đường tròn (O) có đường kính BD = 2R, dây AC của (O) vuông góc 
với BD tại H. Gọi P, Q, R, S theo thứ tự là chân các đường vuông góc kẻ 
từ H đên AB, AD, CD, CB. 
a.Chứng tỏ : HA”+ HB”+ HC?+ HD” = 4R?. 
b.Chứng minh tứ giác PQRS là tứ giác nội tiếp . 
c.Chứng minh : PR +QS < AB + AD. 
Bài 3 
a.Đặt ⁄2=p; #2 =q. Chứng tỏ răng NTK. man F 
b.Chứng tỏ : xỶ + y` +z2 -3xyz =(x+ y+z)(x? +y? +z° ~xy—yz~zx} 
với mọi số thực x,y, z. Suy ra với a,b,c là các số dương ta luôn có : 
a+b+c>3ÿfabc. 


c.Phân chia chín số : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 thành ba nhóm tuỳ ý, mỗi 
nhóm có ba số. Gọi Tị là tích của ba số của nhóm thứ nhất, T; là tích của 
ba số của nhóm thứ hai và T› là tích của ba số của nhóm thứ ba. Hỏi tổng 
T,+† Tạ+ T; có giá trị nhỏ nhất là bao nhiêu? 
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Bài 4: 
Một thùng sắt đậy kín hình lập phương. Biết rằng trong thùng chứa 9 khối 
có dạng hình câu cùng bán kính, làm bằng chất liệu rất rắn . 
Chứng minh rằng nêu cạnh của thùng hình lập phương là a thì đường kính 


của các khối cầu bên trong nó nhỏ hơn hoặc bằng \2v3— 3)a. 


Đề số 4 
Kỹ thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Quốc học Huế 2008-2009 
Bài I: 
a. Không sử dụng máy tính bỏ túi, hãy chứng minh đăng thức: 


v3 —J3—|13—4/3 =1 
|x+1|+ Jy =5 


b. Giải hệ phương trình: 
(x?+2x+1)y = 

Bài 2: Cho phương trình: x' - 2mx” + 2m —1=0. Tìm giá trị m để phương 

trình có bốn nghiệm Xị; Xz, Xạ, X, SaO Cho: 
Xị <X; <X; <X, VÀ X¿ —Xị =3(X; — X;) 

Bài 3: Cho đường tròn (O), đường kính AB. Gọi C là trung điểm của bán 
kính OB và (S) là đường tròn đường kính AC. Trên đường tròn (O) lấy 
hai điểm tùy ý phân biệt M, N khác A và B. Gọi P, Q lần lượt là giao 
điểm thứ hai của AM và AN với đường tròn (S). 

a. Chứng minh rằng đường thằng MN song song với đường thăng PQ. 
b. Vẽ tiếp tuyến ME của (S) với E là tiếp điểm. 
Chứng minh: ME” = MA .MP 

ME _AM 

NF AN” 

Bài 4: Tìm số tự nhiên có 4 chữ số (viết trong hệ thập phân) sao cho hai điều 
kiện sau đồng thời được thoả mãn: 

a. Mỗi chữ số đứng sau lớn hơn chữ số đứng liền trước. 

b. Tổng p†q lấy giá trị nhỏ nhất, trong đó p là tỉ số của chữ số hàng 
chục và chữ số hàng đơn vị còn q là tỉ số của chữ số hàng nghìn và chữ 
số hàng trăm. 

Bài 5: Một tắm bìa dạng tam giác vuông có độ dài ba cạnh là các số nguyên. 
Chứng minh rằng có thể cắt tắm bìa thành sáu phân có diện tích bằng 
nhau và diện tích mỗi phần là số nguyên. 

#® 


c.Vẽ tiếp tuyến NF của (S) với F là tiếp điểm. Chứng minh: ——— 


\ Wụ 
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Đề số 5 
Đề thi học sinh giỏi lớp 9 tỉnh Phú Thọ, năm 2003 — 2004 
Bài I: 
a, Chúrg mình rằng nếu p là số nguyên tố lớn hơn 3 thì (p~ 1)(p +1) chia 
hệt ho 24. 
b. Tìm 1ghiệm nguyên dương của phương trình: xy—2x—3y +1=0. 


Bài 2; Cho các số a, b. e khác 0 và đôi một khác nhau. thỏa mãn điều kiện 


b-c c-a | a b € 
+ + + + | 
a b ớ b-c c-a a-b 


Bài 3: +. Tìm a để phương trình 3|x| + 2ax = 3a - 1 có nghiệm duy nhất. 


a!~b° +c! =8abe. Tính: 


b. Cho tam thức bậc hai f(x) =ax” + bx +e thỏa mãn điều kiện |f(x)|<1 
với mọi xe[—1;1]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 4a” + 3b”. 
Bài 4: Cho tam giác nhọn ABC. Gọi h„,h„,,h, lần lượt là các đường cao và 
m„ mụ„m, lần lượt là đường trung tuyến của các cạnh BC, CA. AB: R và 
r lần lượt là bán kính của các đường tròn ngoại tiếp và nội tiếp của tam 
mm. _ R+ rỒ 


ly, bẻ #? 


Đề số 6 
Kỳ thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Quốc học Huế 26-6-2004 
Bài 1: Giài bất phương trình: xJ4x— 3+ 4x —1 > v9x +16—80\x—1 +2 
lx l* y=¬1 
X?# v =m 


a. Giải hệ phương trình khi m = _ 


Bài 2: “ho hệ phương trình 


b. Tìm m để hệ phương trình có nghiệm. 

Bài 3: Tìm m để phương trình (xŸ + mx + 1)? + m(x? + mx+1)+1—x=0 có 
nghiệm. 

Bài 4: Từ sáu chữ số 0, Ă Š: 3: 4. 5 ta có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên 


có sốn chữ số mà mỗi số gồm các chữ số khác nhau? Tính tông của tất cả 
các số tự nhiên đó. 


_ 
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Bài 5: Cho ngũ giác ABCDE nội tiếp đường tròn (O) sao cho tia BA và tia 
DE cắt nhau tại M, tia AE và tia CD cắt nhau tại N. Gọi K là gia› điểm 
của BC và tiếp tuyến của (O) tại E. Gọi H là giao điểm của các đường 
tròn ngoại tiệp các tam giác AEM và CEK. 
a.Chứng minh ba điểm M, P, K thắng hàng. 
b.Chứng minh tứ giác APNC nội tiếp. 


c.Tính góc MPN. 


Đề số 7 
Kỳ thi tuyển sinh vào lóp 10 chuyên Lê Hồng Phong 2004-2005 


Bài I: Giải hệ phương trình: 


Bài 2: Cho x>0 thỏa x? +—~ =7. Tính xin, 
` 


Bài 3: Giải phươn; trình: =N3x+1-—1 1 
E Ten q) 
Bài 4: 


a. Tìm giá trị nhỏ nhất của P = 5x? + 9y? -12xy + 24x — 48y + 82 


x+y+z=3 


x°+y2)+z2=3 


Bài 5: Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp trong đường tròn tâm O 
(AB < BC). Vẽ đường tròn tâm I qua hai điểm A và C cắt đoạn AB, BC 
lần lượt tại M, N. Vẽ đường tròn tâm J qua ba điểm B, M, N cắt đường 
tròn tâm (O) tại điểm H (khác B). 
a.Chứng minh OB vuông góc với MN. 
b.Chứng minh IOBJ là hình bình hành. 
c.Chứng minh BH vuông góc với IH. 


b. Tìm các số nguyên x, y,z thỏa hệ | 


Đề số 9 
Đề thi học sinh giỏi lớp 9 TP Huế năm học 2008-2009 
Bài I: Chứng minh rằng với hai số thực bất kì a, b ta luôn có: Kš | >ab, 


Dấu đăng thức xảy ra khi nào? 
gẠ <1 ŠZ 


340!” 


Bài 2: Cho ba số a. b. c không âm sao cho a+b+c =1. 
Chứng mình b+e>16abc. Dấu đăng thức xảy ra khi nào? 

Bài 3: Với giá trị nào của góc nhọn œ thì biểu thức P=sin° œ + cos” œ có 
giá trị bé nhất? Cho biết giá trị bé nhất đó. 

Bài 4: Một tắm bìa hình chữ nhật có kích thước 1 x §. Hãy cắt tâm bìa thành 
các mảnh đẻ ráp lại thành một hình vuông. Giải thích. 


Đề số 10 
Tuyển sinh lớp 10 Chuyên Lê quý Đôn Bình Định năm học 2009-2010 
Bài I: Cho a, b, c là độ dài 3 cạnh của k. tam giác. 
: 5z › b 
Chứng minh rằng:1<—2—+—— 3 
guê: răng ki ng = = hy 
Bài 2: Cho 3 sô phân biệt m, n, p. 


Chứng minh rằng phương trình : =U có hai nghiệm 
x 


phân biệt. 
Bài 3: Với số tự “dài n,n> : 


Đặt S 


Là _ TT. am. ' “nxudn+v+0 


Chứng minh rằng S„ < s- 


Bài 4: Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn tâm O có độ dài các 
cạnh BC = a, AC =b. AB =c. 
E là điểm nằm trên cung BC không chứa điểm A sao cho cung EB bằng 
cung EC. Nối AE cắt cạnh BC tại D. 
a. Chứng minh: AD” = AB.AC - DB.DC 
b. Tính độ dài đoạn AD theo a, b, c. 


Bài 5. Chứng minh răng: =.-V|>-rz—-gg với mọi sô nguyên dươn 
8 E Ễ M TY EM 2Ý B guy 8 


m, n. 


Đề số II 
Tuyển sinh lớp 10 Chuyên Hà Nam năm học 2009-2010 
XxQx+D)„ (dx-9)? +3⁄x-x 
1—x 1-x 
a, Tìm điều kiện xác định của P. 
b. Rút gọn P 
c. Tìm x đề P > 0. 


Bài I: Cho biểu thức P= 
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(1+v⁄3)x+y =2 


Bài 2. Giải hệ phương trình: 
* b +⁄2)x-y=1 

Bài 3: 

a. Tìm tọa độ giao điểm của đường thẳng y = x + 6 và parabol y = x”. 

b. Tìm m đẻ đồ thị hàm số y = (m +1)x + 2m + 3 cắt trục Ox, Oy tại các điểm 
A và B và AOAB cân (đơn vị trên hai trục Ox và Oy bằng nhau) 

Bài 4. Cho A ABC vuông đỉnh A, đường cao AH, I là trung điểm của AH,K 
là trung điểm của HC. Đường tròn đường kính AH ký hiệu là (AH) cắt 
các cạnh AB, AC lân lượt tại M vàN. 

a. Chứng minh A ABC và AAMN đông dạng. 
b. Chứng minh KN là tiệp tuyên của đường tròn (AH) 
c. Tìm trực tâm của tam giác ABK. 
Bài 5. Cho x, y, z là các sô thực dương thỏa mãn x +y +Z =1. Tìm giả trị 
1 1 


nhỏ nhất của biểu thức P “— +—+-. 
l6xX 4y zZ 


Đề số 12 
Đề thi học sinh giỏi lóp 9, Hải Dương năm 2004 — 2005 
Bài I: 
1. Gọi x,,x;là nghiệm của phương trình x”+2004x+1=0 và x;,x, là 
nghiệm của phương trình xŸ + 2005x + 1 =0. 
Tính giá trị của biểu thức (x, + x;)(X; + xạ)(X, — X;)(X; - X¿)- 
2. Cho a, b, c, d, là các số thực và a? + b <1. Chứng minh rằng: phương 
trình (a” + bŸ —1)x? - 2(ae + bd =1)x + e? +d? ~1=0 luôn có nghiệm. 


m+l n+ 


Bài 2: Cho hai số tự nhiên m và n thỏa mãn „Ẻ 1Ịg số nguyên. 
m 


Chứng minh rằng: ước chung lớn nhất của m và n không lớn hơn vm+n. 

Bài 3. Cho hai đường tròn (O¡) và (O2) cắt nhau tại A và B. Tiếp tuyến 
chung gần B của hai đường tròn lần lượt tiếp xúc với (Oi) và (O›) tại C 
và D. Qua A kẻ đường thắng song song với CD, lần lượt cắt (O¡) và (Oa) 
tại M và N. Các đường thăng BC, BD lần lượt cắt đường thăng MN tại P 
và Q; các đường thăng CM và DN cắt nhau tại E. Chứng minh rằng: 

1. Đường thắng AE vuông góc với đường thắng CD; 
2. Tam giác EPQ là tam giác cân. 
y=l 


Bài 4: Giải hệ phương trình . . 
x°+y°=11. 


2⁄4 


Đề sô I3 
TS lóp10 chuyên TP HCM năm 2009 — 2010 
Bài Ï 
“ng =-] 
1. Gi¿i hệ phương trình 
|x" Y-XY =2 
2, Cho phương trình xỶ ~9mx —16 + 5m” =0 (x là ẩn số). 
a. Tìm m đề phương trình có nghiệm. 
b. Gọi x,,x, là các nghiệm của phương trình. Tìm giá trị lớn nhất và giá 
trị nhỏ nhất của biểu thức: 
A =xi(BX, Ð3X„ —17)+ x¿ (5X; + 3Xị — 17). 
Bài 2: 


V4ä+378 + 45-9792 Jã+ 2+ J3— J2 
J5+3/2-j5-8/35 — vj3+V2-V3-v2 


2. Cho x. y. z là ba số dương thỏa điều kiện xyz = 2. Tính giá trị của biêu 


Ị X V 2z 
thức: B = ÿ + 
Xy+Xx+2 yZz+y+l ZXx+2z+2 


1. Thu gọn biêu thức A = 


Bài 3: : 
1. Cho ba số thực: a, b, c. Chứng minh: 
3 2 2 
(a~b}'..(b~e}' (ca) 
26 6 2009 
(Với a >0 và b< 0). 


a?“+b°+e? >ab+be+eca+ 


8 
2a— 


2. Chứng minh L > kÌ + 
» b 
Bài 4: 
_ xua Jax+by=5(1) „ TT “ẽ _... ñ 
1. Tìm a, b đê hệ øk«D# =ŸŸ }s nghiệm (x, y) với x, y là các sô nguyên 
bx +ay =5(2) 
dương. : : ' 
2. Chứng minh răng không tôn tại các sô nguyên x, y, z thỏa hệ: 
x?~3xy+3y?°—z? =31 
x” + xy +8z” = 100 
Bài §: Cho tam giác ABC (AB < AC) có đường trung tuyến AM và đường 
phân giác trong AD (M, D thuộc BC). Đường tròn ngoại tiệp tam giác 
ADM cất các cạnh AB. AC lân lượt tại E và F. CHứng minh BE = CF. 
Bài 6: Cho ABCD là hình thoi có cạnh bằng 1. Giả sử tồn tại điểm M thuộc 
cạnh BC và N thuộc cạnh CD sao cho tam giác CMN có chu vi bằng 2 và 
BAD =2MAN. Tính các góc của s1 thoi ABCD. 
2b 


Bài 7: Cho a, b là các số dương thỏa ———+~— =1. Chứng minh ab 
l+a 1+b 


=ị _ 
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Đề số 14 
Đề thi học sinh giỏi lớp 9- TP Vinh- Nghệ An năm 2007 — 2008 
Bài 1: 
v2 3/2 +23 

2+3 a2 -2V3 

Tính giá trị biểu thức: A = (x? — 2x + 2)?098 
2. Tìm các số nguyên a, b, c sao cho: a + bŠ +c? +4<ab+ 3b + 2c. 
Bài 2: 
1. Chứng minh: A = 38 + 35 + 3”!!9A — 11 chia hết cho 7 và 13. 
2. Chứng minh rằng trong biểu diễn thập phân của số (7+ 4/3} đẳng sau 

dấu phẩy có ít nhất 3 chữ số 9. 
Bài 3: 


1. Cho x= 


1. Xác định m đẻ phương trình sau có nghiệm duy nhất-Š +2. => h : 
x—m „= 


2. Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: \x + 2/3 = NI +⁄⁄z 
Bài 4: Cho f(x) =(1+xx+x?)”””. Chứng minh rằng tổng các hệ số ứng với 


lũy thừa bậc chẵn của x là một số chẵn và tổng các hệ số ứng với lũy 
thừa bậc lẻ của x là một sô lẻ. 


Đề số 15 
Đề thi học sinh giỏi lơp 9 TP Vinh- Nghệ An năm 2009 
Bài I: 
a. Chứng minh 8 =1 + 23 + 3? +...+ 503 chia hết cho 1275. 
x+9y-4xy <0 


b. Tìm x, y dương thỏa mãn: 
x+y-4=0 


Bài 2 :Giải phương trình .. =8 .. TT. 
Bài 3: 
a. Tìm nghiệm nguyên của phương trình: 
x? —x'y —2Bx9y? + 25x?y? + 144xy' —144yŠ = 77 
b. Tìm giá trị lớn nhất của A = -.— ME<T 
y 
Bài 4 :Cho đường tròn (O; R) đường kính AB cố định. P là một điểm có 
định năm giữa B và O. Một góc vuông MPN quay xung quanh đỉnh P 
(M,N thuộc đường tròn (O; R)). Gọi I là trung điểm của MN. 
a. Chứng minh: R” =IO” +IPỶ. : 
b. Tìm quỹ tích của điềm I. (thí sinh không phải làm phần đảo). 
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Bài Š:C ho tạm giác ABC có ba góc nhọn. Phân giác AD. trung tuyến BE và 
đường cao CE cất nhau tại một điểm. chứng minh rằng BAC > 45". 


Hướng dẫn và đáp số 
Đề sô I 
Kỹ thì chọn học sinh giỏi tỉnh Thừa Thiên Huế 2004 — 2005 (vòng 2) 
Bài l: 
114X/X+1~2Ÿx + \V|x +x-6Ÿx =9 © j(Íx ~1)° + (4x —3)° =2 
c>|Ýx —1|+|Ÿx ~3|=2(1) =|y —1|+|y~3|= 2y = Ÿ% > 0;x > 0)(9) 
*.0<y<1:y-1<0y-3<0,nên (2)el-y+3-y=2œy=l (thỏa 
điều kiện)  x = 1 là một nghiệm của phương trình (1) 
* 1<y<3:y-1>0,y-3<0,nên (2)y—-1+3—y=2©>0y=0 
Do đó phương trình (2) có vô số nghiệm y thuộc khoảng (1 < y <3). suy 
ra phương trình (1) có vô số nghiệm x. Vậy tập nghiệm của phương trình 


(1)là: S =[1;81] 

1.2 š + : = = 

da+db yb+ýc ve+va 

Ýs.s.z. CC... .. 

da+vVb je+va Ve+ýa vb+ýc 

làn 1n me" _ 
da+vb vc+va da+vb)(QVe+va) 
c=b 


TW adDWVEavd va 
Theo giả thiết b= “TẼ © a +e =2b cs b~a =c — b, nên: 
=.=-...... 
Ca +vJb)(Vb + ⁄e)(QVe + va) 
__ Qb+va\Wb-va) _  (Vb-va) 
Ca + ýb)(Vb +ve)(Qe+va) (Vb+ve)(Ve +va) 


_(b+ve)-Qe+va)_ 1 1 
(ýe + va) _ve+va xh+ve 


Ẹ sưa (*) được nghiệm đúng. 
L,) Ỹ „ 
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Bài 2: . 


? 
1. vn (xác định với mọi xe R) © (y —1)x” -3x + y~5 =0(* `) 
+ 


* y = 1: phương trình (**) có nghiệm x = ¬5 


* y# 1: để phương trình (**) có nghiệm thì: 
A=9~4(y~1)(y7—5) =-4y” +24y—11>0 
_ 3 b) 5 5õ 1 
S==(y-8f”% -8<=œ-=sy-8<—œ©œ— 
= (y-3) >0=y : bai Phù ' Đaế:” 
Vậy tập giá trị của y là lš: 3 do đó Maxy=—”; ;Miny “5 


2.x? +2y? + 3xy — 2x — 4y +3=0 © x? +(3y—2)x+2y? -áy+3=0#** 
Để phương trình (***) có nghiệm nguyên theo x, thì: 
A =(8y-—9)? -4(2y? - 4y + 3) = y? +4y—8 là số chính phương. 
œy?+4y—8=k?(keZ) ©(y +9)” — k? =12 
©(y+2-k)(y+2+k) =12(a) 
Ta có tổng: (y+2—k)+(y+2+k)=2(k+ 2) là số chãn, nên 
(y+2—k);(y+2+k) cùng chăn hoặc cùng lẻ. Mà 12 chỉ có thẻ bng 
tích 1.12 hoặc 2.6 hoặc 3.4, nên chỉ có các hệ phương trình sau: 

y+2-k=2 [y+2-k=6 [y+2-k=-6 [y+2-k=-2, 

"8 "SP" (spEyPAee, Láisfohft', dMtrdbie=, 
Giải các hệ phương trình trên ta có các nghiệm nguyên của phương 
trình (a): (y=2;k = 2),(y = 2; k =~2),(y = -6;k = 2),(y = —6:k = -2) 
Thay các giá trị y = 2;y = —6 vào phương trình (***) và giải phưcng tinh 
theo x có các nghiệm nguyên (x; y) là: 
(x=-1y =2),(x = ~3;y = 9);(x = L1;y = —6);(x = 9;y = =6) 

Bài 3. 3.1 Ta có: ACOM ~ ACED vì: Ô = Ê = 909; chung, suy ra: 
OM _CO BƠ 9 c 


ED OEC DM= 

Ta có: AAMC ~ AEAC vì: X 

€ chung, Â =Ê = 459. 
AM AC EBA.ACG A B 

S :—=——_ = 

XIN 3S SONNG- Ti 

xe" ẤM On ED 3) E 


AM ACEA V2EA 
APf s 


3.2 AGKH có cạnh GH có định, nên 


AONB ~AEAB(Ô = Ê = 90°;Bchung= ÔÀ - k E CD ae Se~ 


-_m (9) 
BA EB EB 

ADNB ~AEDB 
: 8 ..... DB.ED 
(B chung: D = E = 90 na ——(5) 

ED EB EB 
` ON OBEBA BA 
Từ (4) và (5): ——=———..=-=—(6 
ừ 4) và ð)' ĐÑ“DBED ˆ J2ED IS) 
- OM ON 1 
Từ (3) và (6): ——.——=— 
MÂU VỆ IỤ" AI" DẠY 8 
Đất „  ÔM „0N 
SEN” ĐN 


Ta có: x, y không âm và: 


(£-WŸ =x+y~2fy >0esx+ y2 =s  = v5 


x=Yy 
Ẩ K- xui & n 1 
Dâu "=” xảy ra khi: €&x=v=—= 
y = 1 J5 
h OM ON ..OM ED 1 
Vậy: tôn tran =5 khi ——~=—=——=-=©zEA=ED 
J5 (AM  DN J2 AM J2EA v3 


©E là trung điểm của dây cung AD 


chu vi của nó lớn nhất khi tổng KG 
+ KH lớn nhất. Trên tia dối của tia 
KG lây điểm N sao cho KN = KH. 
Khi đó A HKN cân tại K. 


Suy ra: GNK = 5GRH 
và KG + KH =KG + KN =GN 
mà GKH =s6R (góc nội tiếp chắn cung nhỏ GH có định), do đó GNH 


không đổi. Vậy N chạy trên cung tròn (O') tập hợp các điểm nhìn đoạn 


GHI dưới góc œ = 260H không đỏi.GN là dây cung của cung tròn (O') 


nên GN lớn nhất khi GN là đường kính của cung tròn, suy ra AGHK 
vuông tại H, do đó KGH =KHG (vì lần lượt phụ với hai góc bằng 
nhau). Khi đó, K là trung điêm của cung lớn GH. 

Vậy: chu vi của A GHK lớn nhất khi K là trung điểm của cung lớn GH. 
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P=‹ 
Đề số 2 


: -3+# 
Bài I: a.A = (6m ~3)° ~8(~3m + 1) = (6m ~ 1)? => Xị; "—— 
=xị¡ =3m -lVà X;ạ =— 

1 

3m-—1<0 m«<e 
Đê hai nghiệm phân biệt đều âm thì 1 
m-1lz#—-—= 

mưa 


b. Ta có Á =xử + xu” =(8m =1} +2 >2 :A đạt GTNN là ằ khi mo 


Bài 2: Với a, b, c, d là các số dương, ta có: bỐỶÝ—_ =_ 
a+b+c a+b+c+d 
b b -. e „ 1 


b+c+d a+b+e+d ctd+a a+brc+d dra+b a+ bre+d” 
Cộng bốn bất đẳng thức trên ta được: 


a b e d 
+ + +—. 
a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b 
Ta lại có: 
¬ . ° —. _— = <1l.và 
a+b+c 'a+c c+d+a a+c a+b+c c+d+a ` 
b b bị d b d 


< š < =>————D+——.< 
b+c+d b+d d+a+b d+b b+c+d d+a+b 
Từ đó ta có đpcm. 


b. Tacó: ja-1= La-D)<2—-Š (a, b>]). 


Suy Ta: ba —1 = ,„.€đ}. 

Tương tự: aVb— r<. (2) 

Cộng (1) và (2) ta có tên 

Bài 3: a.(x? - 3x)? — 6(x? - 3x) -7 =0. Đặtt = x?—3x , ta có phươmgtrình: 
-8t~7=0 | TT, 
t=?7 
Với t=-1, `. ....ố 
khối, 


x?-3x=7 ©x”—-3x—7=Ũ ©@x= 


ABữ 


b. vR txJK=ñ +aJBSsjk=5i = B. 


Đất u= đề» xi<3 csu>0,u?=8+Jx-3 
Đạt w= f8 dã =8 cv>U, v?=5-x-3. 


lược 
kề uU+V=ð v=3 
lu có hệ phương trình: + „  „ © ` 
u" #+v' =18 u=ä 

v=2 


Từ đó ta tìm được nghiệm x = 4. 


6: \EXẾ » Jx xế =x+1 (Diều kiện: 0<x<1) 


Ta thấy x =0 không thỏa nên ta chia hai về cho vÝx: 


E=› Š=S na body rnadn=Ee<= 


X x Jx Jx 
Xét về phải: w+ Ta»? và dấu *=" xảy ra khix =L. 
LÓ Ợ TỰ — kể, êa, cảng. 1~x} <(di+x) +(V1=x] =2 


Suy ra về trái: " +1-~x <9 và dấu “=" xảy ra khi x =0. 
Vậy hai về không bằng nhau. Phương trình đã cho vô nghiệm. 


Bài 4:Giả sừn” +n+1 chia hết cho 9 thì ta có: 


n”+n+1=k.9(keN) ©n?+n+1—k.9=0(1) 

A=1~4(1—k.9) =36k -3=3(12k —1) 
Ta thấy A chia hết cho 3 và không chia hết cho 9 nên không là số chính 
phương, do vậy phương trình (1) trên không thê có nghiệm nguyên. 
Vậy n° +n+1 không chia hết cho 9 (đpem). 


Bài 5: 


a. 


Gọi M, là điểm đối xứng của A 
qua tâm Ô của đường tròn. Ta có 
CM,//BH vì cùng L AC. 

BM, // CH vì cùng L AB. Vậy 
tứ giác BHCM, là một hình bình 
hành. Điểm Mạ chính là vị trí của 
M mà ta cần xác định. 

Ta có N và M đối xứng qua AB 
nên: NHB+ EHC =BAC: H là 
trực tâm tam giác ABC nên: 
AHB+ ACB =180". 


261 


Suy Ta: ANB + AHB-=180°. Tứ giác AHBN nội tiếp được cho ta: 

NHB = NAB. Mà NÑAB=MAB nên NHB= MAB (1). 

Tương tự ta cũng có: EHC= MAC (2) 

Cộng (1) và (2) ta có: NHB+EÊHC = BAC A 

Mà ta lại có: BAC+ BH =180° 

Nên: NHB+ EHC+ BHE = 180" B o 

Vậy N, H, E thăng hàng. D 
Bài 6: Đặt Sgoc = x, SAop = 

Ta có L.- TA Shọc , 

Sao OD Šcop 
Suy ra: Ý=Š = xy =86. C 
y 9 


Ta lại có Sagep =4+9+x+ y>13+2/xy =13+ 2.6 = 25 
Dấu “=” xảy ra khi x = y =6 
Vậy diện tích tứ giác ABCD đạt giá trị nhỏ nhất là 25. 


ä # 
Đề số 3 
Bài 1 : a.Ta có : uŠ +v2 =7 và uŠ-v2 =—8 , suy ra ưỶ và vÌ là các nhiệm 


uŠ uẺ=8 


của phương trình: x?—7x—8 =0. Do đó : | = hoc | š 
vì=8 w°e- 
Vậy: (u=-—1; v=2) hoặc (u =2; v =-]). 
b. Viết lại : (x—1)(x+5ð)(x+1)(x+3)=9 
©(x?+4x—5)(x? + 4x +3) =9 Đặt : t= x? +4x, phương trình trở 
thành: (t—5)(t+ 3) =9 hay: t—2t—24=0. Giải ra : t=6; t=-4 
Với t=6œ©>x?+4x=6, giải ra: x=-9+ V10 Với 
t=-4 ©x? +4x =~4 ,giải ra : x=—2 


Bài 2: 
a. HA?+HB = AB” : : 
HB”+ HC” = BC” 


HC?+ HD? = CD? 
HD”+ HA? = DA? 
2(HA?+ HB?+ HC”+ HD” ) = AB?+ AD? + BC?+ CD? 
=_ 4R `. + 4R? 

Vậy : HA?+ HB”+ HC?+ HD” = 4R? 

b. Tứ giác HPBS nội tiếp: HPS=HBS= DBC. 

/Ä4 ; 1+4 ÿ f 

HẠ 

262” 


IIPAQ là hình chữ nhật IIPQ = HAO = CAD =CBD. 
Do đó: SPQ = HPS+HPQ =2DBC. Tương tự: SRQ = 2BDC. 
Do DBC +BDC =90° nên SPQ+SRQ =180" 
Chú ý: PQRS là hình thang cân 
c.Tacó: PR<HP + HR. Gọi I: là trung điểm AB, ta có: HP< HE =5AB, 


Gọi E là trung điểm CD, ta có HR< HF =sCD. 


Do đó: PR< SẠB +SCD, Tương tự: QS< SBC tŠAD 


Mà AB =BC; AD =CD. Do đó: PR+QS < AB+AD.. 


Bửiš. siCÌn chíứng!l:——— =neg+P+32J, 
p~q q qP 


Hay: 1~(p=d)[p+a+Ð càn| (. 
q p dq 

Về phải của (*): p°+pq+PS+q+Ð+p~qp~q?~p-—-~1~q.. 

q q p 


Do: p”=2; q°=2 P. 2=qg?,P-~8_ nên (*) đúng . 
qằỒ q4 qP 
: = 1 ` : 
Chú ý : Có thê trục căn ở mầu của ————— đê chứng tỏ đăng thức . 
w-# ¬ 


b. Khai triển về phái: (x+ v+z)(x? +y* +z”-xy—yz—zx) được về trái 
Tacó: x°+y2?+z? —xy~wz~zx = 2| (x~y)Ÿ +(y-z” +(z—xÿ |>0 
Đặt: x= Ứa, y= Ÿb. z- Ÿc:x+y+z>0 vì a,b, c dương. 

Từ đó x+y* +z?—~3xyz >0 hay : a+b+c >3 ÿabe. 

c.Tacó: T,+T,+T, >3‡/TT,T,. 

T.T,.T,= 1.2.3.4.5.6.7.8.9 = 72.72.70> 71 

Do đó: Tị+T,+Tị > 213 mà :T,,T,,Tị nguyên nên : 

T¿+T,+T¿y > 214. Ngoài ra: 214 = 72 + 72 + 70 = 1.8.9 + 3.4.6 + 2.5.7, 


nên giá trị nhỏ nhất của TịFT,+T; là 214. 
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4. Gọi O là tâm của hình lập phương (L) đang xét. Dựng hình lập phương 
(L¡) có cùng tâmO, có cạnh song song với cạnh của (L) và có độ dài cạnh 
là a-2r, với r là bán kính của các hình cầu. Chín tâm của 9 hình cầu đều 
nằm trong (L¡) (hoặc ở trên mặt). Chia (L¡) thành 8 hình lập phương con 
bởi ba mặt phăng qua O và song song với mặt của (L¡). Phải có một hình 
lập phương con (L›) trong chúng tin ít nhất hai tâm hình cầu. Đường 


chéo của hình lập phương con (L¿) là ts (a — 2r) 8. 
Khoảng cách hai tâm hình cầu lớn hơn sp bằng 2r. 
Vì vậy zia- 2r)AÍ3 > 2r hay :2r < PP | NEẾP CC) ~3)a. 


Đề số 4 
Bài I: 


ã, J5-à—-hã-4V5 =|V3—4 -13—4/3 +1 
=\(V5—j3—@B —1Ƒ = (5~.j8-|E/8 -1| 


={Vã~8~2/8+1 = (V5 —(Q8~Đ? = |8 ~|M8 —1| =8 v3 +1=1 
b. Điều kiện: y>0. 


V(x?+2x+1)y =36 © |x+1|ÿ =6 


Đặt u =|x + 1|, v=dy (u>0, v>0),tàcó hệ | 


u+v=ð 
uv=6 
Giải ra: u =2, v=3 hoặc u=3, v=2. 
Trường hợp u =9, v=3 có: (x =1; y=9) hoặc (x=-~3; y = 9) 
Trường hợp u =3, v=2 có: (x=2; y=4) hoặc (x= 4; y =4) 
Hệ đã cho có 4 nghiệm (1;9), (-3;9), (2;4), (-4;4) 
Bài 2: x' - 2mx? +2m —1=0 (1) 
Đặt t=x?, ta có: t? -2mt +2m~1=0 (2) (>0) 
A'=m? -2m +1=(m—1)” >0 với mọi m. Vậy để (1) có 4 nghiệm phân 
biệt thì (2) luôn có hai nghiệm dương phân biệt t,, t„. Tương đương Với: 
A'>0, P=2m~1>0, §=3m >0 © m2. mz1 (3) 


Với điều kiện (3), phương trình (2) có hai nghiệm dương 0< t, < tạ và 
Pa trình (1) có 4 nghiệm phân biệt: 


*Ñ # xị =— tạ <xv =—jb, <Xa = Vụ <x¿=. 


. 


Theo giả thiết: 
x,—w, =BẲx,—X,) © 92 =6jJu © Vụ =8Jb © e8 (4) 
“Theo định lí Viet ta có: t, ¡ tạ =2m và tt =2m~—1 (5) 


'Eừ (4) và (5) ta có: 10t, =-2m và 9t =2m-—] 


ma =5. 


+ 0m” -50m+2B~U £> mị= 


⁄ €Ð | Ơt 


Cả hai giá trị đều thóa mãn yêu cầu bài toán. Vậy để phương trình (1) có 
4 nghiệm thỏa mãn điều kiện bài toán thì cần và đủ là: m =5 và m=5. 
Bài 3:a. Ta có: CPA = BMA - 90" = CP//BM. 


Do đó: -—=—— (U. 


=—. (2) 


Từ (1) và G): ẤP ÁN, 
AM AN 
Do đó: PQ/MN. 
b. Hai tam giác MEP và MAE có: 
EMP = AME và PEM = BAM. 
Do đó chúng đồng dạng. 


Suy: TU _ MỸ _. ME ~MAMP 
MA ME 
2 
c. Tương tự ta cũng có: NF” = NQ.NA.. Do đó: _ “NANG 
MP MA ME? AM? ME AM 
Nhưng ^” - MÀ (nụ pQ/MN). Từ đó: ———= — 
KH ÔN th lƠH ĐỂ HƯỚN. HH  AMP ở NMẾ ẤN 


Bài 4: Xét số tùy ý có 4 chữ số abed mà 1<a<b<c<d<9 (do a, b, c, d là 


số nguyên).Ta tìm giá trị nhỏ nhất của p +q = ri .Ã 

mm: sa ^ `. b+l1 1 
Do b, c là số tự nhiên nên: c>b = e>b+1. Vì vậy p+q> ” 
ma la x*¿ð LIR-P và 

8 98 b 9 9b 9 

7 Ẵ b_1 
§ring trong trường hợp c=b+1, d=9, a=1, CN Xu uy: 


Vậy số thỏa mãn các điều kiện của bài toán là: 1349 
s, 


_ 
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Bài 5: Gọi a, b, c là độ dài ba cạnh tam giác vuông ABC, c là cạnh huyền. 


Ta có a? + bể =cŸ; a, b, cœN”, diện tích tam giác ABC là S -= 


Trước hết ta chứng minh ab chia hết cho 12. Chứng minh ab chỉa hết cho 

3. Nếu cả a và b đồng thời không chia hết cho 3 thì a? + b? chia 3 dư 2. 

Suy ra số chính phương c” chia 3 dư 2, vô lý. : 

Chứng minh ab chia hệt cho 4: Nếu a, b chẵn thì ab chia hết cho ‡ 

Nếu trong hai số a, b có số lẻ, cng hạn a lẻ. 

Lúc đó c lẻ. Vì nếu c chẵn thì e? chia hết cho 4. trong lúc a? + b# không 

chia hết cho 4. Đặt a =2k +1, c=9h +1, k,heN. 

Ta có: bể =(9h + 1)” — (2k +1)” =4(h—k)(h+ k+1) 
=4(h—k)(h-k+1)+8k(h—k):4 

Suy ra b:4 ` : 

Nêu ta chia cạnh AB (chăng hạn) thành 6 phân băng nhau, nối các điểm 

chia với C thì tam giác ABC được chia thành 6 tam giác, mỗi :am giác 


này có diện tích bằng ụ là một số nguyên. 


Đề số 5 


Bài I: a.Vì p là số nguyên tố lớn hơn 3 nên p là số lẻ, không chia hết cho 3. 


Do đó: * p= 2k + 1 (keZ, k> 1) suy ra 

A =(p-1)(p+1)=2k(2k +2) =4k(k+1)= A:8; 

*p=3h#I (heZ,h> I) suy ra A:3. Vậy A =(p—1)(p + 1):24. 
Vì x = 3 không là nghiệm của phương trình đã cho nên 


®)ey===—= L2. ỗ 
2) x~ 


nhận các giá trị +1;+õ . Từ đó ta xác định được hai nghiệm nguyén 
dương (x; y) của phương trình đã cho là (4; 7) và (8; 3) 


- Vì y là số nguyên nên 5:(x—3), suy rax — 3 


Bài 2: Ta có:a” + bŸ +c° =3abe cs (a+b+c)|(a =b) +(b~e)Ÿ +(e~8)° |=0 
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©a+b+c=0 (do a, b, c đôi một khác nhau). 


Suy ra 
“`... _ a(e~a)(a = b) + b(b ~ e)(a - b) + e(b ~c)(t = a) 
B-€ sa. =.b. (a—b)(b—e)(c—a) 
+ b +e?)(a+b+e)—9(a° + bŠ + eŸ)— 3abe ~9abe 
(a-b)(b-e)(e-a} _(a-b)(b-e)E-a) 


Mát khác b-c ca cAa=b be(b—e)+ ca(e—a) + ab(a -b) 


a b Œ abc 
: -bel(a =b)+(c=a) | +ea(e=a)+ ab(a - b) _-{a ~b)(b—e)(e=a) 
% cabe š abe 
. (b=c c-a a-bÙbì( a b € 
Vậy =9 
w| a b ` É | —— 
Bài 3: a. 3|x|+ 2ax = 3a — 1. (1) 


* Nếu x>0 thì (1) 3x + #ax =3a—1 © x(9a+3)=3a-1 (2) 
Với a = m ta có (2) võ ng]:;ệm. 


# bì S2 s đa — Ặ 15 ca n š 
Với az—. nghiệm của (2) là xị  S ệ x,sẽ là nghiệm của (1l) nêu 
L) 2a+3 


da =1 >0 
Đa Ð ˆ 
* Nếu x<0 thì (1) ©—3x ¡ 9ax =3aT—1 © x(2a-3)=3a—1. (3) 


Với a = _ có (2) vô nẹ liệm; 


Với az ¬: nghiệm của (2) là x; = _= và x: sẽ là nghiệm của (]) 
lụ= 


3a —1 
2a-3 


, >0 0 
+ Như vậy, (1) có nghiệm cuy nhất khi và chỉ khí {1 Ê hoặc J”t 
0 xạ<0 


nêu <0 


hà) 


8a-1 3a- 
2a+3 2a — 


3a —1)” 
(AC. xa=Š hoặc a> 


c<#„x,>0« 5 
k 4aˆ—9 3 


` >0œ= 

hoặc a < K 
2 

b. Từ điều kiện |f(x)|< 1, với mọi xe [—1;1], ta có: 
|f(0)-f(1)|<2=(a + bŸ + #|f(0)-f(-1)|<2=(a-b) <4. 
Mặt khác 4a? + 3b = 2(a + b)” + 2(a — b)” ~ bề < 9(a + b)” +2(a —b)” <16 
Vậy 4a” + 3b? đạt giá trị lóa nhất bằng 16 khi và chỉ khi (a;b;c) nhận giá 
trị là (2;0;—1)hoặc (-2;0;1). 

Bài 4. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC và A,,B,,C, lần lượt là 


trung điểm của các cạnh BC, CA, AB. 
Ta có AA, =m, <R+OA, (dăng thức xảy ra khi và chỉ khi AB = AC). 
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BB, =m, <R+OB, (đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi AB = AC): 

CC, =m, <R+OC, (đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi AB = AC). 

1„ UY (öA, ĐðB, ÖŠ; 
+ + tỳ + 

h, h h Hạ lần | 


b c a 


1) 
h ( 


a b & 


Suy ra LG S + 


Ta có: 38 =(a+b+c)r= SỔ =a+b+ +E=TU *Ạ TẾ. 
HT se Dy (2) 
h, hạ h, r 
25 25 25 


28 =a.OA;, + b.OB, + c.OC, Wc "tàEE) l mu " .0G, 


OA, „ OB, _OC, 
=28 
LG NOT 


OA, OB, OC, 
t+ + 


%y 5B 


e 


=1, @) 


a 'c 


Thay (2), (3) vào (1) và biến đổi ta được: ˆ 
a b e 


Đăng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC là tam giác đều. 


Đề số 6 
Bài 1: Giải bắt phương trình: xJ4x -3 + 4Vx—1 > \9x+16—30Vx —1 + 9 
(1). Đặt t=v/x—1 >0 (1) trở thành: |2t + 1| > |3 — 5| + 2 (2) 


5 0<t<= 
0<t<— “= 
0<t<ố: (9) = 3 c© sử ¬. 
2t+1>(B—3t)+2 tệ : 
5 B 
t>-— bổ 
t>Š: (2) = 3 ©° luở ` Ầ© Ầ sự eg 
2t+1>(3t—5)+2 t<4 


Kết hợp các trường hợp ta được: s<t<4. Do đó: ng <x<1ï 
Bài 2: a. Với m= khi đó: 
|x|+y=-—1 |x|+y=-1 @) 


: © qp) 
(x|+v-2|dy=e  |y=-s ® 


() 
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8 Suï x se : Ề 3 4 
Nên |x| và y là hai nghiệm của phương trình: t + t =SmÙ: @J 


`. ^6 4 
(3) có hai nghiệm: m ——. 


E) 
\ 
Vậy hệ phương trình có hai nghiệm:| x = mi v2 5] [s : _ to _ 
b. Hệ phương trình 
( j|x|+y=—! |x|+y =1 : 
xảni ĩ = I-m (ID 
\l+yÏ'-2ldy=m — |aly=^5 
I-m 


Nên |x|> 0 và y là hai nghiệm của phương trình: t” +t+ =0 (3) 


Nên (1) có nghiệm khi và chỉ khi (3) có nghiệm không âm. 

Trường hợp I: (3) có nghiệm t=0: khi đó m =1 và (3) có 2 

nghiệm 0, -1I (thỏa) 

Trường hợp 2: (3) có 1 nghiệm âm và I nghiệm dương (vì S =—1 < 0). 


Khi đó: Fe số © m>1. Vậy m>1. 


Bài 3: (x” +mx +1)? +m(x?+mx+l)+1—x=0 (1) 
Cách I:(1) © (x?+mx+1)?—x? +m(x? +mx+1)+1—x=0 
& (x”+mx+1—x)(xŸ +mx+1+x+m+1)=0 
x°+(m-1)x+l=0 — () 
`... @)ˆ 
Do đó: (1) có nghiệm khi và chỉ khi (2) hoặc (3) có nghiệm. 
A¿ =(m—1)”~4>0 


Khi và chỉ khi: : * 
A; =(m+1} -4(m+2)>0 


L 
®© ` © (m1! >4 © [m-i>8 
(m-1) >8 
© m<-lhaym>3 
Cách 2: Đặt: y = x? + mx+1. Ta có: 
y?+my+l1-x=0 % `... 


x?+mx+l—y=0 


(1) trở bản| 
x?°+mx+l—y=0 


(x-y)(x+y+m+l)=0 () 
© 4i ơn 
g%tm (3) 

¿ ù 
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x= x+y+m+l-0 
Ầ© ' ở (Œ) hoặc $ „` ) 
x”+mx+l—-y=0 x +mx+l-y=0 


Giải (*): (*) có nghiệm © x” +(m—1)x+1=0 có nghiệm 
© (m-1)}-4>0 © m<-1 hoặc m>3 (4). 
Giải (**): (**) có nghiệm © x” +(m+1)x+m +9 - 0 có nghiện 
œ (m+1)}-4(m+9)>0 © (m-1)“>8  m<1-2/2 hoác 
m>1+2⁄2 (5) 
Từ (4) và (5) được: (1) có nghiệm khi và chỉ khi: m < -1 hay m z 3. 

Bài 4: Số có 4 chữ số xị =a;b,c¡d, a,, bạ, c¡, d, e{0; 1; 2; 3; 4; ð}, +, z0 
và a;, b¡, c;, d, đôi một khác nhau. Do đó ta có sô các sô đó là: 
5.5.4.3 = 300 (số). Tìm tông của 300 sô trên: 
S=(a, +... +aaag).10” +(bị +... + bay ).1Ơ” + (C¡ +... + cạp ).10 +(dị +..+ đụy) 
Vì sô các sô là bình đăng trên từng hàng đơn vị, hàng chục, hàng trăm, 
hàng nghìn nên ta có: 300 số a, gồm có 300: 5 =60 số của mỗi loại 1. 2. 
3, 4, 5 nên:a; +a; +... + aaooo = 60(1 +2 + 3 + 4+ 5) = 900 
300 số b, (tương tự c,, d,) gồm có 300:6=50 số của mỗi loạ 0. 1. 2. 
3.4, 5 nên: bị + bạ +... + bao = ð0(1+ 2+ 3+ 4+ ð) = 750 
Tương tự: e; + c; +... + €aopạ = 750, d, + d; +... + dạ; = 750. 
Tổng các số là: S = 900.10” + 7õ0(10” + 10 + 1) = 983250 

Bài 5:a. Do các tứ giác AEPM, ECKP, ABCE là các tứ giác nội tiếp ¬ên: 
MPE + EPR = BAE + CB = 2v. R 
Vậy M, P, K thăng hàng. 
Do các từ giác AEPM, ECPK, ECPK nội 
tiếp nên 
ÄPC = APE + EPC = AME + EKC 


ÃPC = 2 (sử BnC + sđ €mD -sđ ÄPE) 
+2(sả ÂpE + sđ AqB - sđ ÉrD -sđ €mD] 


ÃPC - 2 (s ÃqB + s ñnC -sđ ÊrD) = ẨNE. 
Vậy tử giác APNC nội tiếp: MPA + APN = MEA + (180 - ACN 
MPA + APN = MEA + AED =180°. Vậy MPN =180°. 
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Đề số 7 


x-2y#0 


Đmạ{ 3 thì: 


Bài [: DĐ êu kiện : . Đạ 
x+yz0 1 
v= 
x+y 
3u -öv =-—] 1 2x-y=t x=2 
(I) ‹> ©u=v=- œ@ 
u-v=0 3 x+y=3 y=l 


» h 


Bài 2: V:: x°+-Ì =7 = (‹-š] -2=7= [*:¿] =9 
x" X 


> +#-È =ð (đ6 # sÖ] 
* 


Nên đán [xe [the Ga +) 
X X x \. SN b$ X 
1 1 1Ñ 
-3J+ar-(#+2]*1|>(* +2) -8-T.1|~8(48-8) tớ 
X xế ạ— 
Bài 3: ĐK: 3x+1>0 © x>Tg. 
t>0 
Đặt t=J3x+1 © {2 = t?+9=3x+10 
tˆ=83x+1 
vá: + 5 
Ta cé: (1) © —=—==t-l© (t-I)[t+1- tt+9)=0 
vt? +9 
t=1 (2) 
—. 
t+1—vt? +9 =0 (3) 


(2) = M3x+1=1 @ 3x+1=1 œ@œ x=0 

(3) © Vt?+9=t+1 © t?+9=t2+2t+1 e© t=4 

œẰ v3x+1=4 œ 3x+l=16 œ x=5. Vậy (1) œ x=0vàx=5. 
Bài 4:a. Ta có: P=(2x-3y+8)”? +(x-4)?+2>2. Dấu “=" trong bất đẳng 


16 
thức rên xảy SG cà Ÿ“~3 Vậy Min P=3. 
x= 
x=4 


b. Ta có x"+y?+z! =(x+y+2)”~3(x+ y)(y+z)(z + x) 
© 3=27-3(x+y)(y+z)(z+x) < 1=9-(x+y)(y +2)(z+ x) 
K- (4*y)(y+z)(z+x)=8 © (3-z)(3-y)(3-x)=8 


Ä) 4 
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Suy ra 3—z, 3—y, 3—x là các ước số của 8. 
Mà các ước số của 8 là +1, +9, +4, +8 

Như vậy 3-z, 3-y, 3—- x nhận một trong các giá trị đã nêu 
Lập bảng: 


3—x 

3-y 

3—z 

Thử trên bảng ta được 

x=4 |x=l |x=4 x=-5 
y=-5Wy=l; $y=4 ; ‡y=4 
z=4 |z=1 |z=-B |z=4 


Bài 5: a. Dựng tiếp tuyến Bx tại B của đường tròn ngoại tiếp tam giác BAC 
thì Bx LOB. Ta chứng minh Bx//MN 
Ta có: xBN = BAC (cùng chắn BC của đường tròn (O)). BAC = BNM 
(do tứ giác AMNC nội tiếp). Suy ra: xBN = BNM. 

Suy ra:MN//Bx (đpcm) 
b. Chứng minh tương tự như câu a, ta có: BJ 1 AC 
Vì IJ là đường nỗi tâm của (1) và (J) nên IJ L MN 
OBLMN 
ì . Chứ | ta có OI//BJ (2). 
Vì lạ 1MN = OB//1J (1). Chứng minh tương tự ta có OI//BJ (2) 
Từ (1) và (2) suy ra IOBJ là hình bình hành. 

c. Gọi F là giao điểm hai đường chéo của hình bình hành IOBJ thì F là trung 
điểm BI và Fe OJ.Vì BH là dây chung và OJ là đường nôi tâm của (O) 
và (J) nên OJ là trung trực của BH > OJ căt BH tại trung điêm E của 
BH = EF//BH.Vì EF là đường trung bình của tam giác BHI nên 
EF//HI. Suy ra HI L BH(đpcm). 


À ,Á 
Đề số 8 
Bài I:a. A =(6m -3)? —8(—3m + 1) =(6m -1)? = Xị; "—= 
: 1 
=yx, “3M ~ VÀ Bọ “on ‹ 
1 
ñ 3m-—1<0 m«<— 
Để hai nghiệm phân biệt đều âm thì 1© 
m—1z—-— mvc 


a80 


b. Ta có A =x,” +x¿” =(3m — 1)” + 


A đại giá trị nh nhất là h khim =2. 


Bài 2 a Với a. b, c, d là các số dương, ta có: 


a - a b s b 
a+b+c a+b+c+d `°b+c+d a+b+c+d 
e e d d 


Pu ^ > 
e~=d+a a+b+c+d d+a+b a+b+c+d 
Cộng bón bát đăng thức trên ta được: 


a b e d 
l< + + +————. 
a+b+e b+c+d c+d+a d+a+b 
Ta lại có: = = § —.- =———-—- ` 
a+b+c a+c c+d+a a+c a+b+c c+d+a 
b b hị d b d 


TC -.TCT.<XSx  »——<—-——+—<l 
brc+d b+d d+a+b d+b b+c+d d+a+b 
Từ đó ta có đpcm. 


b. Tacó: 4ã -1= La=1)<"*2 “=2 @,b>1) 


Phư ng ba=1< (1). Tương tự: aVb~1<S (2) 


Cộng ( 1) và (2) ta có đpcm. 

Bài 3:Giả sử n? +n +1 chia hết cho 9 thì ta có: 
n +n+1=k.9(keÑ)©n?+n+1—-k.9=0 (1) 
A=1-4(1-k.9) = 36k - 3 = 3(12k -1). 

Ta thấy A chia hết cho 3 và không chia hết cho 9 nên không là số chính 
phương, do vậy phương trình (1) trên không thể có nghiệm nguyên. 
Vậy n”+n+1 không chia hết cho 9 (đpcm). 

Bài 4:a. Gọi Mụ là điểm đối xứng của A qua tâm O của đường tròn. 
Ta có CM, / BH vì 
cùng vuông góc với A 
AC;BM, / CH vì cùng 
vuông góc với AB.Vậy w 
tứ giác BHCM¿ là một 
hình bình hành. Điểm 
M, chính là vị trí của M 
mà ta cần xác định. 

b. Ta có N và M đối xứng ‹ qua AB nên: 


NHB + EHC = BAC M 
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H là trực tâm tam giác ABC nên: AHB+ ACB =180" 
Suy ra: ANB+ AHB =180°. Tứ giác AHBN nội tiếp được cho ta 
NHB - NAB. Mà NAB= MAB nên NHB=MAB. (I) 
Tương tự ta cũng có: EHC =MAC (2). 
Cộng (1) và (2) ta có: NHB + EHC = BAC. 
Mà ta lại có: BAC + BHC =180° 
Nên: NHB + EHC + BH© = 1801. 
Vậy N, H. E thăng hàng. 
Bài 6: Đặt Suoc =x, Saop =Y 


Ta lại có 

Sapcp =4+9+x+y>13+2\/xy =13+2.6= 2B. 

Dấu *'=” xảy ra khi x= y =6. 

Vậy diện tích tứ giác ABCD đạt giá trị nhỏ nhất là 25. € 


F\ 
Đề số 9 
Bài I. Ta có: 
(;)j-ø- mm —p_âˆ -2ab + bŸ _(a~b)' 


4 4 


ab >0.VibeR 


L 
Vậy (`) >ab,Va,beR ©(a+Đ} >4ab,Va,be R. 
Dấu đẳng thức xảy ra khi a = b. 
Bài 2. Ta có:(a + b+c)” =[a+(b+e} |>4a(b+e) 
Mà a+b+c =1(giả thiết. Nên: 1>4a(b+ce)esb+e>4a(b+ J 0i a, 
b, c không âm nên b + c không âm). Nhưng: (b+c)” > 4be (không âm). 
Suy ra: b+c >16abc. 


©œb=c=—-;a=-. 
b=ẽ h MỊ”” 2 


Bài 3. Ta có: P= sin œ + cos? œ = (sin? œ)” + (cos” œ)° 


sa `—.. 
Dấu đẳng thức xảy ra khi: _- - Đa —C 


P=(sin? ơ +cos? ø)|sin" œ —sin? œcos? ơ + cos! z] 
P =(sin? œ + cos? œ)? — 3sinŠ œ cos? œ =1— 3sin” œcos” œ.. 
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l \ CÓ: 
" 4 N2 2 3 . 9 è 3Ÿ Š ] 
(tim ứ + cos” g)ˆ >Isim” deog” ơ >1 > 4sin” ứ cos” ứ 3 sin”eos” ứ <— 


I 


: x..É9 5 $ l1 s 1 ¬- : 
Suyra: :1—3sin” œcos°œ>1]——= Fị Do đó: P.= am và chí khi: 
* 4 ¡ Ƒ 
Sin'  = €0s” œ €3 sinœ = cosơ (vì œlà góc nhọn) 
xinứ cũ 
€>-——=]«€^tanư=l«<>ươ= 45", 
(0Sứ Q P 


Bài 4. “âm bìa hình chữ nhật l x Š có diện 
tích là 5(dvdU). Đề cất hình chữ nhật thành 
các mạnh ráp thành hình vuông, thì cạnh 
của hình vuông bằng V5. bằng độ dài 
cạn huyền của tam giác vuông có hai 
cạnE góc vuông có kích thước là ] và 2 có 
diện tích bằng Ï M w 
(dvd:).+ Do đó nếu cắt hình chữ nhật I x 5 theo đường chéo của 2 hỉnh 
chữ nhật AEFD và GBCH. và cắt theo 2 đường EF và GH xong ráp lại 
thi được hình vuông MNPQ như hình bên. 


Đề số 10 
Bài I: Chứng mỉnh 1<~——+ = — <2(với a, b, c là độ dài ba cạnh 
b+c c+a a+b 
của tìm giác). Ta có: f! „ !tK (với 0 < m< m, Vk >0) (1) 
n n+k 
Thật vậy. 
(1) <0 < mín + k) < n(m + k) c 0< mk < nk e0 <m < n(0 < m.n,k) 
h a 2a 
Ap dụng: 0Ö b+c =— 
pdang: 0<a< am 
ðlliad hái - d— TT Nàsees be cl- ve Ên Đ— 
: c+a a+b+c a+b a+b+e 
Cộng về theo về các bất đăng thức trên: 
_Ñ_ b € QC ÂN uy 


+ + 
b+c cra a+b a+b+c 


Ta chứng minh bất đẳng thức phụ(x+y+ (‡+‡-)>96vz >0) 
X y z 


TRớc: G+y+2J(S+s+2]>34|še3])<(3+2){*+#)»s 
% W 5 y x #8 z X 
Thay x =a + b,y =b+e,2=e+a vào (2): 


2(a+b+e)|<Ty Ex XU. 280887257 ¬= 


k +1+ 2 “ga = .Š 
a+b b+c ch Ta 
9 


a 
+1 +1+ >5-8=Š 1(3 
+b .x +c vu 2 : 6). 


b € 

Từ (2 1<——+—— 2 
ừ (2) Ó) suy ra: “ó me Ly TA TT Y4 
1 1 

+ 
xn 
Điều kiện xác định của phương trình: x # m,n,p. 
Biến đổi phương trình tương đương: 
(1 ©(x-n)(x— p)+(x~ m)(x~ p) + (x~ m)(x- n) = 0 
© 3x” -2x(m +n + p) + mn + np + mp = 0 
A`= 


c©1+ 


= 


(m+n+p)” - 3(mn + np + mp) = m + nỶ + p” ~ mn - np ~ mp 
s|(m-nŸ +(n-p} + (m-p} | >0(vìm #n#p) 
Vậy phương trình (1) luôn có hai nghiệm phân biệt. 

Bài 3:Ta có bắt đẳng thức: 2n +1 > 2.[n(n + 1) 
(2n +1)” > 4n(n +1) © 4n + 4n +1 > 4n? + 4n :BĐT đúng 


1 1 
đó: =—=————ẳẽã⁄‹ặẶễễ££ẽ 
xào (n+1Qn+vdn+l) 2Q/n+Vn+l)jn(n+1) 


-1_ vat vn šl%-ze | 
2|(n+1-n)n(n+1)| 2 ín vn+1 : 
Cho n lần lượt lấy các giá trị từ I đến n, thay vào (1). rồi cộng về theo về 
các bất đẳng thức tương ứng, ta được: 
1 


1 1 
S,=——+——-:'-+——_—— 
"”31+/2) 5(/2+v8)- *{an+1)QVR+vn+Ð) 


<'Íf-g' 2-8" “ai na. 

2(MW 2 42 v3 7 va vàa+1) 2( vn+1) 2 

Bài 4: a) Xét hai tam giác ABD và AEC, ta có: Â¡ = Âz(AD là phân giác 
góc A); ABD = ÄEC (góc nội tiếp cùng chắn cung AC) 
Do đó AABD ~ AAEC(g.g). Suy ra `” `n° AD.AB= AB.AC 
Mặfkhác AABD ~ ACED(g.g) nên 
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BD _ DA 
DE DC 
Từ đó: 
AB.ACG - BD.DC = AD.AB- DA.DE 
= AD(AE- DE) = AD” 
Vậy AD” = AB.AC - DB.DC (1) 
b) Theo tính chất đường phân giác của tam giác, ta có: 
DB_DC DB_DC DB+DC_ BC a 


=> BD.DC =DA.DE 


ĐEN ĐU ý bổ BS Đrh ai 


2 
Suy ra b.- No "| = ) = DB.DC -{ = 
6 Ð be b+c b+ 


Thay (2) vào (]), ta có: 


3 
AD? =be Ísb) .be= t‹Í1 ` 
b+c 


3 
) .be (2) 
kg 


a l- a == 


b+c b+c (b+e}Ỷ 
be(b+c-a)(b+e+a) 


Vậy AD= 
sử b+c 


VneN* (I). 


. ` \ 1 1 
Bài 5: Trước hết, ta cân chứng minh l =.j;. =5... 
HN Tai? S- 
Vì VneN* Hà, bất đăng thức (1) tương đương với: 
()© d3 —2- „ V3 =2 ý 


——(2). Đặt t==(0<t<1), ta có: 


(2 là 00x 1x ca 

Biến đổi tương đương: 

(3) © (v3 - V2)t? ~ (V3 - ⁄2)t + V3 - V2)t+t— V2 <0 

«(8 -⁄3)t(t~1)+ (V8 -2 +1)t— V2 <0 

«(8 -3)t(t—1)+ (V8 - V2 +1)t—(V8 8 +1)+ V3—2/2+1<0 

œ (3 -3)t(t—1)+(V3 V2 +1)(t—1)+ V3—2/2+1<0 

© J3 -2/2 +1<0 (vì 0<t<Inên t(t—1)<0) 

© v3+1<2/2©>4+2/3<8©2V3<4©V3<2e©>3<4: Bất đẳng 
thức đúng. Do đó bất đăng thức (2) đúng. 


Vì I=-V2|>|E =V|,Ym eN*,nen|® — /2|> ¬ ,Ym,neN” 
n n n T77-EE. Y 
a„Jm 1 _ 
Vậy Eeu >2 TEär d8) vn eN 
m xét: Dấu *=” trong bắt đăng thức không xảy ra. 
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Đề số II 
1-x#0 


Bài I: a.P xác định ©> Thun 
x>Ú x>0 
b. Rút gọn P: 
p- W*QWX+1),@%-3+8lx-x_ Vx(x+D ,x-4(X+4thjx~x 
1—x 1-ýx _d-ýx)1+x) 1~x 
⁄x -vx+4_ 4 


Ta-vÐ) 1-jx -vx) 
_— s0 
(1-vx) 1—vx >0 


c)P>0=4xz1 Ẳ©4xz1 ©1>x>0 
x>0 x>0 


Bài 2. Giải hệ phương vn |h +42 + y =2 Ẹ +2J2)x= V2 -1 


(2+⁄2)x-y=1 +2)x+y=x2 
là "0U N82 
(1+⁄2)2-1)+y=v2_ |y=v2-1 


Bài 3: 1) Tìm tọa độ giao điểm của đường thăng y = x + 6 và parabol 
y =x? là nghiệm của phương trình: x? = x + 6 hayx” -x - 6 =0. 
Giải phương trình ta có x; =-2;x; = 3suy ra tung độ giao điển tương 
ứng là y; =4;y; = 9 nên tọa độ các giao điểm là: A(-2;4), B(3;9) 

2) Đồ thị hàm số y =(m +1)x + 2m + 3 cắt trục Oy tại các điểm B(0; m + 3) 


và cắt trục Oxtại điểm A[ S ke ) với mz#-1. 
m+1 
Để AOAB cân thì 

_= ˆ 
OA= one| 2m +2 =2m+3 N 

|2m : W 

=. =|2m + 3| 

|m+1| 

1) ?m+8=0© m =~Š khi đó B H K C 


A =Bs0không tồn tại AOAB 


A8 


ad) m+l=leem=0 
bị mv1=~1c>m =~—2.Vậy m =0; m = —9 là giá trị cần tìm 
Bài 4. à) AHLLBC(gU: TMA =HNA =90°(góc nội tiếp chắn nửa dường 
tròn). Áp dụng hệ thức canh và đường cao trong tam giác vuông. Trong 
AAHB và AAHC có AH” = AM.AB= AN.AC 
Suy ra: BHVe lại có góc A chung nên AACB ~ AAMN(e.g.c) 
AC AB 
b) [ là trung điểm của AH nên Ï là tâm của đường tròn (AH) 
=>IM =IH; AHNC vuông tại N có K là trung điểm của HC 
> KH= K€=EKN. Lại có KI chung nên AKNIE AKHI(c.c.c) 
=» KNI= KHImà KHI=90°nên KNI=90°hay KN là tiếp tuyến của 
đường tròn (AH). 
©) Trong tam giác AHC có KI là đường trung bình nên KI / AC mà 
ÁC LAB =KI L AB: mặt khác AHKB nên Ï là trực tâm của AKAB. 
Bài 5: Theo bắt đăng thức Bu-nhi-a-côp-xki ta có : 


P=ÍTEc*2v*z (x+y+z) 
l6x 4y z 


1Lz=Ï:(]:(4Ï](4 67563) 


Vậy P„„ = sc khí đó ——E=->.:Jÿ=-Lujễ Và X+y+Z=l 


Bài I. 1.Theo định lý Vi-ét ta có: 
Xị +X;¿ =~2004;x; + x, =-2005;X,X;¿ = xạx„ =1, mặt khác: 
(Xi + X;)(X; + xạ)(Xị =X,)(X; — X,) 
=(XyX; +(X, + X;)X; + XJ)(X,X; —(X, + X;)X, + X)) 
=(1=2004x; + x;)(1+2004x, + x?) 
=(X¿ + 2005x; + 1— 4009x;)(x? + 2005x, +1— Xạ) 
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=(-4009x; )(—x„) = 4009x;x„ =4009 (do x;,x, là nghiệm của phương 
trình x? +2005x +1 =0). 
2. Phương trình (a?+bŸ~1)x?—2(ace+bd-1)x+c°+d°—1=0 luên có 
nghiệm khi và chỉ khi 
A'>0 © (ac + bd— 1)” —(a? + b —1)(e? + d”—1)>0 
© (ac+bd~1)” >(a? + bề ~1)(c? + d° —1) Œ®) 
Do a? +b? <1nên: nếu c? + d? >1thì (*) hiển nhiên đúng. 
Nếuc? + d? <1, đặtu =1—a? — bÊvàv =1—e? - d?(0<u<1 và 0<v< 1). 
Ta có:(*)e>(1—ac— bđ)” >(1-a?—b?)(1—c?—d?) ©>(2-9ac~9bd)” >luv 
©((a? +b? +u) + (c? + d? + v)— 9ace -2bd)” > 4uv 
(doa? +b?+u=c? +d?+v =1) œ((a-e} +(b—d)” +u+v)? >4uv. 
Là bất đẳng thức đúng vì ((a—c)? +(b—d)? +u+v)” >(u +v)” >+uv với 
mọi a, b, c, d và với mọi u, v đương. Vậy (*) là bất đăng thức đún), 
phương trình (*) luôn có nghiệm. 
Bài 2. Gọi d là UCLN(m, n) suy ra m°,n?, mn cùng chia hết cho d” 
m+l1 n+l m+n+m+n,, ¿ ca : 
Do + = là sô nguyên nên mỔ + n” +m+n cũng 
n m mn 
chia hết cho dỀ. 
Suy ra m + n chia hết cho d? >m +n >d” >x/m +n >d. 
Bài 3: 1. Do MN // CD nên EDC=ENA, mặt khác DA =DNA4 (cùng 
chắn DA ), suy ra EDC = CDA hay CD là phân giác của EDÀ. 
Tương tự, CD cũng là phân giác của ÉCA. 
Suy ra A và E đôi xứng nhau 
qua CD (các bạn tự chứng 
minh) > AE LCD. (*) 
2. Do PQ // CD nên AEL PQ. 
Gọi I là giao điểm của AB và CD 
thì AAID ~ ADIB (chung AID và 
IAD=ÍDB do cùng chắn DB), 
ID IB_ .; 
—=— =lAI. 
SUY ra TA “ID =ID IB F 
Tương tự, IC? =IA.IB, suy ra IC? = ID? = IC = ID. 
Ta có AI, CP, DQ đồng quy tại B, PQ // CD và [ là trung điểm củ CD, A 
tụng (Óy ca ra A là trung điểm của PQ. Kết hợp với (*)suy a AE là 


B của PQ và EPQ là tam giác cân tại E. 


x+y=l 


Bài 4: Giải hệ phương trình: | 
X 


gP=Èk 

Vix: y=1,tacó:#®+y” =GŒ +x?y?+x9y? +y”)—(Êy + x)y?) 
=(wx! ty”)(x? +y°)—x?y”(x+y) =(x+y)GŒŸ — xy + y”)GÈ + y?)— x”y” 
= ((x ty)" -3xy)((x + y)° -2xy)—x?y? =5(xy)” -5xy +1 = 11. 


fNS. s8 7 9 cei 
Do đó x” ty? =11©5(syŸ ~B4y~1070es (s) =sy==0es| 


: =1 =1 
Suy ra hệ phương trình tương đương với: h lu hoặc h lờ 
xy= 


y là nghiệm của hai phương trình t? -t—1=0 và t—t+2=0. 
Phương trình t?—t+2=0 vô nghiệm; phương trình t?—t—1=0 có hai 


nghiệm là : Bế .. Vậy hệ phương trình có hai nghiệm (x: y) là: 
1+5 1-5 \ (1-5 1+5 
À3 °Ø j) 5Ð ` 86 jJ 
Đề số I3 
= X—Yy-Xxy=-—Ìl x{1—-y)+l-y=0 (x+1J)1-y)=0 
Bài I.1. ' Ă 
x?y-xy? =2 x?y—xy? =2 x?y—xy”? =2 


x=-¬l y=l x=-l 
C— II : hay 4`, : sả hay 
xây -xyˆ =2 xếy-xy =2 yˆ+y-2=0 


y=l x=-l y=l 
| 5 T ={ 1 — lay | R, z, 
x-x-2=0 y=lvy=-2 x=-LVXx=2. 
Vậy hệ phương trình có 3 nghiệm là (-1;1),(—1;~2) ,(2; 1) 
2. Cho phương trình x? -2mx ~16 + 5m? =0 (1) (x là ẩn số ). 
a. Tìm m đề phương trình có nghiệm. Ta có: A'= 16— 4m”. 
Phương trình (1) có nghiệm © A'>0 © 16- 4m? >0 œ -2< m <2. 
b. Gọi x,,x;¿ là các nghiệm của phương trình. 
Ta có: x, + xạ = 2m và X,X; =ðm” —16. 
Do đó A =x, (BX; + 3x; —17) + x; (BX; + 3x, — 17) 
=ð(XxỶ + X;) +ÖX,X; — L@Kị + X;) =i|(x +x,Ÿ ~ðxjX, |+6XX; —17{(Xị +X;) 
=B(%, +x)” — 4xx; —17(x, +x;) =20m? —4(õmẺ ~16)—17.2m =~34m + 64 
Vì -9 <m <2 nên -4< A <132. 


)} Sâu 
mu 
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Khi m =2 thì A = -4 và khi m = ~2 thì A = 132. 
Vậy giá trị nhỏ nhất của A là — 4 và giá trị lớn nhât của A là 132 
Bài2 1. Thu gọn biêu thức 


A- Ý45+37/3 + j45~ 27J2 _j3+ v2 +V3-v2 
J5+3/2-\J5-3J/2 — V3+v2-3-J2 
Ta có: vJ45 +27./2 +45 -27/2 cnlcc 3/2) 
Đy dế: A- 3B +38 +vj5~3/2) _- v3+ 2 + \Ja- v2 
5+3 /2 - êm 3/2 j3+ 2 - v3+2- 3-2 


-8ö-aŸi-jõ-8Bƒ gi ` 8¬ ÑŸ _l0cafi 6rAF, 2g 
~m_" xxx 


2/2 
3. TợG.... ni mg:..ldne 3. 
Tào :B=—— =.——=- `. 
XY+X+2  XYZ+XY+X XYZX+2XYZ+2XY 
^ X P Xxy ¬ 2.3 
xy+x+2 2+xy+x 2x+2.2+2xy 
& Xxy 2 _X†Xxy+2_ 
FWyatx+2C 2y x+2+xy— XV+X+2~ 
Bài3 1. Cho ba số thực a, b, c. Ta có: 
(a-b_(b-eŸ, (c-a)” 
26 6 2009 


a?+b? +c? >ab+ bc+ca + 


bì D # 
©>2a? +9b? + 2c? > 2ab + 2bc + 2ca + ƒ=-1) 0) + Š6-Ủ 
18 3 2003 


3 3 L2 
2a? +9b? + BỆ _ ðnb—.Bho —,n 2P”, hs) P- co. 
18 3 2003 


-b)” „@-s)_ c)” ,2(c—a)” a) 
~kŠ sís-dFa2fa-sẼ (a 
Mix Ôu an Juuyu bo Hi vua 
2 2 2 
© 12(a-b) „2@-©) „ 2007(c—a) 
18 3 2009 
2. Ta có: 


LG UE... 1 2 8 b-2a_ 8 -(b-3a`~8 
> _ >0©=- 

a b 2a-b a b 2a-b ab 2a-b ab(2a -b) 

(đúng vì tử luôn âm và mẫu cũng luôn âm. do a > 0 và b < 0). 


>0 (luôn đúng). 


Bài 4: \. Cho hệ phương trình | 


_. 


ax+by =5(1) 
bx+ay =5(2) 
Lấy (1) —= 2) tạ được (a—b)(x—y) =0  x=y(doa zb) 


B 5 
Thuy vào (T) ta được: x= n t2 w= sã .Do x là số nguyên và a. b 
a+ĐÐ ) 


nguyn dương nên a + b là ước nguyên bhênh >2 của 5. 


a=4 =3 a=äd 
nhờn bay| ' ban : 


SUY r b= 
UY ra 3 se [t— b=1 b=3 


b= 
x” -:3xy +3y? -z2 = 31(1) 
x” + xy + 8z =100 (2) 
thỏa (*). Nhân hai về của (1) với 8 rồi cộng vào (2) ta được: 
9x” - 23xy +24y” =348 © 5(2x? —5xy +5y?) = (x— y)° +348(3) 
Ta có: * 5(2x” —5x + 5y”) chia hết cho 5: 
* (x- y)” chia cho 5 hoặc dư 0, hoặc dư 1 hoặc dư 4:348 chia 5 dư 3. 
Suy ra: * Về trái của (3) chia hết cho 5 (4) 
* Về phải của (3) chia hệt cho 5 có dư hoặc là 3. hoặc là 4 hoặc là 
2 (5). Từ (4) và (Š) suy ra mâu thuẫn. 
Vậy không tồn tại các số nguyên x. y, Z thỏa hệ (*). 


(*) .Giả sử răng tôn tại các số nguyên X. Y. Z 


Bài 5Š: Ta có: ACEFM~ ACDA (g.g) 


_„ ©F _CD @) 
GOM CA A 
ABED ~ ABMA (g.g) 

BE BD 
S——=_— 2 
®“BM BA E 


AD là phân giác của góc A 

sa _ AC CD BD 
“5D TAB AC AB CỬ v DM = 
Do M là trung điểm của BC nên BM = CM. 


Kết hợp với (1), (2) và (3) ta được: CF = BE. 


Bài 6: Trong nừa mp bờ AD không chứa điểm B. lấy điểm E sao cho: 


AE=AM và DAE= BAM E 
= AADE= AABM 


=> DI =BM, ẤDE = ABM W P 
Mà ABCD là hình thoi 

=> ADN = ABM = ADE = ADN (1) N 
Ta có: : 

BAD =3MAN B M C 


t2 
œ 
G2 


= MAN = BAM + ÑAD = BAE + ÑAD = EAN 
Xét hai tam giác ANM và ANE có: MAN=EAN,AM = Az và AN 
chung. 

= AANM= AANE=NE =NM. 

Mặt khác ta có: 2= CM + CN + MN = CM+ CN + NE 

Mà 2 = CB + CD = CM + MB + CN + ND= CM + DE + CN + ND 
=CM +CN +NE=CM + DE+N+ND 

=NE =ND + DE=. D thuộc đoạn NE (2) 

Từ (1) và (2) = ADE = ADN =90°. 

Suy ra: Hình thoi ABCD có AD = 90° nên là hình vuông. 

Vậy các góc của hình thoi ABCD bằng 90). 


Bài 7: Ta có: ®—+—^“>—~ 3h =Ì<% b #l=== k..Ắ 
l+a 1+b 1+b l+a 1+ l+a 
1b D1. «‹Ầ©~a 1=b 
2b — 9b 
2 
Do đó: di số Bag EM 1 (9-2) “kệ, 
2b 2 Z 2 4| 8 
1 
Vậy ab? <—. 
ạya *§ 
Đề số 14 
_ |ä⁄2 +23 |/ec/5 +⁄2) v3 +2 
Bài I: 1. Ta có | S—== | = “ =/== <“=x3+v2 
32-23 J6(/3-2) 3-2 
_ M2(V3 + v2(V3 + v2) =2 


._..—. 
Thế vào A có kết quả A = an, 
2. Vì hai số nguyên bất kì sai kém nhau ít nhất một đơn vị, ta có 
(D©a?+b?+c?+4<ab+3b+9c 


3 
Hay (= -ans-S ].[St =3b+3]5 +íc ~9c+1)<0 


c-1=0 So” 


2 2 
=(a-3] +3(Š¬1) +(e-1<0© La b=2 
2 4 8 


a9 4= =H 


a=l 


Bài 2: |. Chú ý: 3° —1=729—1= 728 chia hết cho 91 nên chia hết cho 7 và 
13; Mà A =(° —3”)+(@° =1)4:(°9 —1] +8? +1+1 
~1)+(8°~1)+((89'"~=1]+11 
Vậy A—11chỉa hết cho 91. 
2. Nhận xét: (7+ 4/3)+ (7 4/3) =14và (7+ 4/3).(7— 4/3) =1 
Nên 8=(7+ 43)” +(7~- 4/39) =2702 e Z. Mặt khác: 


,-547-(cta] 48] 
71+4đ3 11 10 
„: lạÏ <(r+4/8Ÿ 
«>9701,999 < (7 +43) < 9703 


Điều phải chứng minh. 
Bài 3: I. ề 


Ting <(r+ 48) <2702 


+ điêu kiện x#m và x# I (*). Ta có phương trình đã cho (1) 
<>(x+2)(x—1)=(x+1)(x-m) © mx =2— m(2) 


Nếu mz#0 thì (2) có nghiệm duy nhất x „.... 


m 
+ Để (1) có nghiệm duy nhất thì (2) phải có nghiệm duy nhất thỏa mãn 
điều kiện (*). tức là: mz 0. = 


m „ J— 
#m và 


Sư] . Từ đó suy ra m# 0. 
m m ' 
m# [ và m #~2 thì phương trình có nghiệm duy nhât. 
2. Vì x, y, z nguyên dương và vai trò như nhau nên có thê giả sử x 3 y > Z 
Bình phương hai về của ¬ trình đã cho: 
x+2/3= y+z+9yz= (x-y-) +48(x~ y-z)=4yz—12 (*) 
Vì là V3 số vô tỉ nên từ (*) suy ra x—y—=0«©4yz-12=0 hay 
yZ=3 hay y=3,z=lvàx =4. 
Phương trình có nghiệm là: (4, 3, 1) và (4, 1,3). 
Bài 4: Giả sử Í(x) =au +a,x + a„X +... + x"!, Khi đó: 
f(1) =aqạ +, +8; +...+ 8apx 
=Íqg +a,+a,+.. 


-# 84p¿)+(Ai +â; +a; +... + apạ)=m+n 
Xi Nhì. Nữto..Dibibgbec. L2 
À3 


f(-1)=au Tai +a; — 


=(aa +ay +a, +...+ 8,ni¿) — (8y +4; +; +... + ¿p¡¿)=m~—n 
Mà: f(1)=3”;f(—1) =1. 


n 


+... + nga 
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1 ĩ ] (25007 h 
Suy ra hay m=—(3”"” +1Ì;n =—(3”'”—1]mà m chia 
: tp =1 , sL Di 


hết cho 4 vậy m là số chẵn. n =m - 1là số lẻ. 


m+n=3? 


Đề số I5 
Bài I: a. Ta có: a° + bỲ =(a + b)(a” —ab + bỶ) chia hết cho (a +b) 
8=(1? +50!) + (22 + 49°) + (3) + 48?) +... + (28) + 26) chia hết cho ŠI. 
S=(12 +49”) +(22 +48) +(38) + 472) +... + (242 +26”) +50” chia hết cho 
25. Vì 25 và 51 nguyên tố cùng nhau, nên S chia hết cho 25.51 :: 1275, 
b là 9y~4xy<0(1) 
_|x+y-4=0 (9) 
+ Từ (2) có: y=4—x 
+ Thế vào (1) và biến đổi ta được: (x—3)? <0 ©x=3 
+ Vậy = 3,y=I. 
Bài 2: 2. Điêu kiện: x >9. 


© \QdWx—2+1)? +JQx—2-—1)? =2 
©<vdx-2 +1+|Wx=2-1|=#e|I-vx=2|= 1-Jx-9 (áp dụng tính 
chất |A|= A  A>0)«vx~9~1<0©x-2<1©x<3 
Phương trình có nghiệm: 2 < x <3 

Bài 3:. a. Phân tích A = x? ~x'y -95xỶy? + 25x?y' + 144xy! —144y? 
=(x-y)(x-3y)(x~4y)(x + 4y) gồm 5 thừa số bậc nhất. 
+ Nếu y=0 thì A =x” #77 với Vx 
+ Nếu y#0; vì 77 =(1)(-1)(7)(-11) =(1)(—1)(-7)(11) gồm 4 thừa số 
đôi một khác nhau và A gồm 5 thừa số đôi một khác nhau. 
Vậy A #77 với V x.y. Nên phương trình không có nghiệm nguyẻn. 


b. Điều kiện: x>5;y>7. A HC „] 
2 L4 M 
Theo bất đẳng thức Cauchy có: 
+  . — 


]B X 25 

7+y-7 y y-7 1 
+/7. -7< =—c “—— 
" 8 "š”"y “sự 
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| 1 1 
Ax-l|—=+t—> 
32/5 27 
l 
MuyA =2 T- + TP Jkhix = 10,y =4 
PNOÀNG 
Bài 4: :. 


AMON có P=90°;]là trung điêm của MN =› PL= ` =]N. 


IO LMN 1O” +IN” =NO” vậy IO” +IP” <ON? =RẺ (đpem). 


b. Gọi K là trung điểm của PO: kẻ IH.L PO, ta có: 
2đ 
S⁄⁄À 


PE =IH? + HPỀ (1) và IO” =IH? +HO? (2). 


Từ (1) và (2) ta được M 
PI” +IO” = 31H” +PH” +HO” b A 
= 2K + PK? + KO? 
R* =2KI ¿ PO”, 
Po? 


Tức là: R” =2K + =KẺ = zÍ2R? ~PO”) 


«SKI= SV2R” -PO? (không đổi) mà K cố định nên I thuộc đường 
tròn tâm K bán kính sV2R” =P@? 


Bài 5: + Giả sử BAC<45°. Khi đó ACE >45",BCF <45",CBF > 45" và 
suy ra BC < AC. 
+ Như vậy tia CP nằm giữa hai tia CA và CF và cắt trung tuyến BE tại G. 
Ta ký hiệu O là điểm cắt của BE, AD, và CE. Thế thì G nằm giữa O và 
E. 
+ Vị _ ệ thì — «xã —. (Ở đây ta dùng FOB <90” và Suy ra fQG > 90°) 
GäC 9 = S3 
FO_ AF 1 


+ Bởi vì AO là phâ t l AFC, thì ——=——<—, từ đâ 
ởi VÌ à phân giác trong tam giác ì ĐC “AO “5s” từ đây 


suy ra ACEF <301, C 
Trái với ACF > 45" ở trên. Ð 
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